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Abstract

The objective of this article is to study the fixed point approximation methods of nonlinear operators by

using the iterative approximation methods, Mann iteration, Ishikawa iteration, Noor iteration, in both Hilbert spaces and

Banach spaces under the appropriate conditions imposed on the parameters. Moreover, we will compare the rate of

convergence of the above iterations.

Keywords : Mann iteration, Ishikawa iteration, Noor Iteration, Banach spaces, nonlinear operators.

Rabian Wangkeeree / Burapha Sci. J. 14 (2009) 1 : 132-137

-----------------------------------------
*E-mail: rabianw@nu.ac.th

132



∫∑π”

∑ƒ…Æ’®ÿ¥μ√÷ß (Fixed Point Theory) π—∫‡ªìπ·¢πß∑’Ë

 ”§—≠·¢πßÀπ÷Ëß„π “¢“¢Õß°“√«‘‡§√“–Àå‡™‘ßøíß°å™—π (Functional

Analysis) „πªí®®ÿ∫—ππ—°§≥‘μ»“ μ√å‰¥â»÷°…“·≈–«‘®—¬„π·¢πß

¥—ß°≈à“«°—πÕ¬à“ßμàÕ‡π◊ËÕß „π°“√§‘¥§âπ∑ƒ…Æ’‡æ◊ËÕÀ“Õß§å§«“¡√Ÿâ

„À¡àÊ π—Èππ—∫«à“¡’ª√–‚¬™πå‡ªìπÕ¬à“ß¡“°μàÕ∑“ß«‘™“°“√ ·≈– °“√

æ—≤π“ª√–‡∑» ‡ªìπ∑’Ë¬Õ¡√—∫«à“∑ƒ…Æ’·≈–Õß§å§«“¡√Ÿâ „À¡àÊ

∑’Ë‡°‘¥®“°°“√«‘®—¬π—Èπ πÕ°®“°®–¡’ª√–‚¬™πåÕ¬à“ß¡“°„π°“√æ—≤π“

§«“¡√Ÿâ‡™‘ß«‘™“°“√„π “¢“·≈–·¢πßμà“ßÊ π—Èπ·≈â« ∫“ß§√—Èß¬—ß

 “¡“√∂π”‰ªª√–¬ÿ°μå„π “¢“Õ◊ËπÊ ·≈–‡ªìπæ◊Èπ∞“π ”§—≠„π°“√

æ—≤π“∑“ß«‘∑¬“»“ μ√åæ◊Èπ∞“π (Basic science) Õ—π∂◊Õ‡ªìπ

æ◊Èπ∞“π„π°“√æ—≤π“ª√–‡∑»™“μ‘μàÕ‰ª

∑ƒ…Æ’®ÿ¥μ√÷ßπ—∫«à“‡ªìπ·¢πßÀπ÷Ëß∑’Ë “¡“√∂ª√–¬ÿ°μå‰¥â

Õ¬à“ß°«â“ß¢«“ß ‚¥¬‡©æ“–Õ¬à“ß¬‘ËßμàÕ°“√»÷°…“‡°’Ë¬«°—∫ °“√¡’

§”μÕ∫¢Õß ¡°“√μà“ßÊ (existence of solution) ·≈– °“√¡’

‡æ’¬ß§”μÕ∫‡¥’¬« ¢Õß ¡°“√ (uniqueness of solution)

μ≈Õ¥®π°“√§‘¥§âπÀ“«‘∏’„π°“√ª√–¡“≥À“§”μÕ∫¢Õß ¡°“√

μà“ßÊ ¥—ßπ—Èπ°“√»÷°…“∑ƒ…Æ’μà“ßÊ ∑’Ë‡°’Ë¬«¢âÕß°—∫°“√¡’®ÿ¥μ√÷ß

¢Õß°“√ àßμà“ßÊ ·≈– °“√À“√–‡∫’¬∫«‘∏’μà“ßÊ ∑’Ë„™â „π°“√

ª√–¡“≥§à“§”μÕ∫π—Èπ®÷ß‡ªìπÀ—«¢âÕ∑’Ë¡’π—°§≥‘μ»“ μ√å°≈ÿà¡Àπ÷Ëß

®”π«π¡“°„Àâ§«“¡ π„®»÷°…“ §âπ§«â“«‘®—¬ ®“°°“√»÷°…“∑’Ë

ºà“π¡“æ∫«à“°“√»÷°…“∑ƒ…Æ’®ÿ¥μ√÷ß¡’§«“¡ —¡æ—π∏å„°≈â™‘¥μàÕ

°“√»÷°…“ ¡∫—μ‘‡√¢“§≥‘μ¢Õßª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§ μ—«Õ¬à“ß‡™àπ  ¡∫—μ‘

§«“¡πŸπ·∫∫‡Õ°√Ÿª (Uniform convexity) ¢Õßª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§ X

∑”„Àâ ‰¥â«à“∑ÿ°Ê °“√ àß·∫∫‰¡à¢¬“¬ (nonexpansive mapping)

®“°‡´μ¬àÕ¬ C ¢Õß X ‰ª¬—ßμ—«¡—π‡Õß ¡’®ÿ¥μ√÷ß‡ ¡Õ ‚¥¬∑’Ë C

‡ªìπ‡´μªî¥ ‡´μπŸπ ·≈–¡’¢Õ∫‡¢μ ®“°π—Èππ—°§≥‘μ»“ μ√å°Á„Àâ

§«“¡ π„®»÷°…“ ¡∫—μ‘‡√¢“§≥‘μÕ◊ËπÊ ∑’Ë‡°’Ë¬«¢âÕß°—∫°“√¡®ÿ¥μ√÷ß

¢Õß°“√ àßμà“ßÊ ¡“°¢÷Èπμ“¡≈”¥—∫ ·≈–‡ªìπªí≠À“∑’Ë°”≈—ß‡ªìπ∑’Ë

 π„®°—πÕ¬à“ß°«â“ß¢«“ß ‡¡◊ËÕ»÷°…“°“√¡’§”μÕ∫¢Õß ¡°“√μà“ßÊ

·≈â« ªí≠À“∑’Ëπà“ π„®μàÕ‰ª°Á§◊Õ ‡√“®–À“§”μÕ∫¢Õß ¡°“√μà“ßÊ

π—Èπ‰¥âÕ¬à“ß‰√  §”∂“¡¥—ß°≈à“«π’È°Á∑”„Àâ¡’π—°§≥‘μ»“ μ√å®”π«π¡“°

 π„®»÷°…“ §‘¥§âπ √–‡∫’¬∫«‘∏’°“√°√–∑”´È”¢Õß®ÿ¥μ√÷ß (Fixed-

point Iterations) μà“ßÊ ∑’Ë„™â„π°“√À“§”μÕ∫ ·≈– ª√–¡“≥

§”μÕ∫ ‡™àπ √–‡∫’¬∫«‘∏’¢Õß°“√°√–∑” È́”·∫∫¡“π À√◊Õ °“√

°√–∑”´È” 1 ¢—ÈπμÕπ (Mann iteration or one-step iterations)

°“√∑”´È”·∫∫Õ‘™‘°“«“ À√◊Õ °“√°√–∑”´È” 2 ¢—ÈπμÕπ (Ishikawa

iteration or two-step iterations) ·≈– °“√∫«π°“√∑” È́”·∫∫πÕ√å

À√◊Õ °“√°√–∑”´È” 3 ¢—ÈπμÕπ (Noor Iteration or three-step

iteration) ‡æ◊ËÕπ”‰ªª√–¬ÿ°μå„™â‡°’Ë¬«¢âÕß°—∫°“√·°âªí≠À“„π‡√◊ËÕß

 ¡°“√μ—«¥”‡π‘π°“√‰¡à‡™‘ß‡ âπ (nonlinear operator equations)

Õ ¡°“√·ª√º—π (variational inequality) °“√«‘‡§√“–Àå∑“ßμ—«‡≈¢

(numerical analysis) ∑—Èß„πª√‘¿Ÿ¡‘Œ‘≈‡∫‘√åμ·≈–ª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§

πÕ°®“°π—Èπ·≈â«¬—ß “¡“√∂ª√–¬ÿ°μå„™â ‰¥â°—∫°“√À“§”μÕ∫¢Õß

ªí≠À“∑“ß§≥‘μ»“ μ√åÕ◊ËπÊ

¥—ßπ—Èπ°“√»÷°…“‡°’Ë¬«°—∫°“√°√–∑”´È”¢Õß®ÿ¥μ√÷ß¥—ß°≈à“«

¢â“ßμâπ ∑ƒ…Æ’·≈–Õß§å§«“¡√Ÿâ„À¡àÊ∑’Ë§“¥«à“®–‰¥â√—∫ §◊Õ ∑ƒ…Æ’

·≈–Õß§å§«“¡√Ÿâ„À¡àÊ ‡°’Ë¬«°“√≈Ÿà‡¢â“¢Õß°“√°√–∑”´È”¢Õß®ÿ¥μ√÷ß

(Fixed point iterations) ÷́ËßÕß§å§«“¡√Ÿâ„À¡à∑’Ë ‰¥â¢â“ßμâππ—Èπ

®–‡ªìπæ◊Èπ∞“π∑’Ë ”§—≠„π°“√æ—≤π“«‘™“°“√„π “¢“«‘™“∑’Ë‡°’Ë¬«¢âÕß

Õ—π®–‡ªìπæ◊Èπ∞“π„π°“√æ—≤π“ª√–‡∑»μàÕ‰ª

π‘¬“¡·≈–§«“¡√Ÿâæ◊Èπ∞“π

„πÀ—«¢âÕπ’È®–°≈à“«∂÷ßπ‘¬“¡·≈–§«“¡√Ÿâæ◊Èπ∞“π∑’Ë ”§—≠

·≈–®”‡ªìπ„π°“√»÷°…“¢âÕªí≠À“¢â“ßμâπ¥—ßμàÕ‰ªπ’È

∫∑π‘¬“¡ 1 ®–°≈à“««à“ª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§ B ‡ªìπª√‘¿Ÿ¡‘§Õπ‡«° ǻ

·∫∫‡Õ°√Ÿª (uniformly convex space) ∂â“ ”À√—∫∑ÿ°Ê ε > 0

®–¡’ δ > 0 ∑’Ë∑”„Àâ

 ”À√—∫∑ÿ° x, y ∈∈∈∈∈ B ´÷Ëß                ·≈–

∫∑π‘¬“¡ 2 ®–°≈à“««à“ª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§ B ‡ªìπª√‘¿Ÿ¡‘ª√—∫‡√’¬∫·∫∫

‡Õ°√Ÿª (uniformly smooth space) ∂â“ ”À√—∫∑ÿ°Ê ε > 0 ®–¡’

δ > 0 ∑’Ë∑”„Àâ

2

 ”À√—∫∑ÿ° x, y ∈∈∈∈∈ B ´÷Ëß

∫∑π‘¬“¡ 3 °”Àπ¥„Àâ X ‡ªìπª√‘¿Ÿ¡‘πÕ√å¡ ∅ ≠ C ⊂ X ·≈–

T : C → C ‡ªìπ°“√ àß„¥Ê ®–°≈à“««à“ x ∈∈∈∈∈ C ‡ªìπ ®ÿ¥μ√÷ß

(Fixed point) ¢Õß°“√ àß T ∂â“ Tx = x ·≈–‡¢’¬π·∑π‡´μ¢Õß

®ÿ¥μ√÷ß∑—ÈßÀ¡¥¢Õß T ‚¥¬ F(T) π—Ëπ§◊Õ

1
2

x y
  

1x y  x y  

1
2

x y x y
y  

1,x y  

( ) :F T x C Tx x  
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∫∑π‘¬“¡ 4 °”Àπ¥ X ‡ªìπª√‘¿Ÿ¡‘πÕ√å¡ ·≈– ∅ ≠ C ⊂ X ·≈–

°”Àπ¥°“√ àß T : C → C ®–°≈à“««à“

(a) T ‡ªìπ °“√ àß·∫∫‰¡à¢¬“¬ (nonexpansive mapping)

∂â“

(b) T ‡ªìπ °“√ àß·∫∫‰¡à¢¬“¬‡™‘ß‡ âπ°”°—∫

(asymptotically nonexpansive mapping) ∂â“¡’≈”¥—∫

               ÷́Ëß             ·≈–

    •

(c) T ‡ªìπ °“√ àß·∫∫≈‘ø™‘∑ ǻ (Lipschitz mapping) ∂â“

¡’®”π«π®√‘ß L > 0 ´÷Ëß

®“° ∫∑π‘¬“¡ 4 ∑”„Àâ‰¥â§«“¡ —¡æ—π∏å¢Õß°“√ àß·∫∫μà“ßÊ

¥—ßπ’È §◊Õ ∑ÿ°Ê °“√ àß·∫∫‰¡à¢¬“¬‡™‘ß‡ âπ°”°—∫ ‡ªìπ °“√ àß

·∫∫‰¡à¢¬“¬‡™‘ß‡ âπ

∫∑π‘¬“¡ 5  „Àâ X ‡ªìπª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§ ·≈– X* ‡ªìπª√‘¿Ÿ¡‘§Ÿà°—π

(dual space) ¢Õß X  ”À√—∫·μà≈– x ∈∈∈∈∈ X „Àâ

‡¡◊ËÕ        À¡“¬∂÷ß§à“¢Õß f(x) ·≈–®–‡√’¬°μ—«¥”‡π‘π°“√

J : X → X* «à“‡ªìπ °“√ àß¿“«–§Ÿà°—π (duality mapping) ¢Õß

X

∫∑π‘¬“¡ 6 °”Àπ¥ X ‡ªìπª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§∫π ° , J ‡ªìπ°“√ àß

¿“«–§Ÿà°—π ·≈– T ‡ªìπ°“√ àß®“° D(T) ‰ª¬—ß X

(a) ®–°≈à“««à“ T ‡ªìπ °“√ àß°“√À¥‡∑’¬¡Õ¬à“ß‡¢â¡

(strongly pseudo-contractive) ∂â“¡’®”π«π®√‘ß k > 0 ´÷Ëß

 ”À√—∫∑ÿ°Ê x, y ∈∈∈∈∈ D(T) ®–¡’ j ∈∈∈∈∈ J(x - y) ´÷Ëß∑”„Àâ

(b) ®–°≈à“««à“ T ‡ªìπ °“√ àß°“√À¥‡∑’¬¡ (pseudo-

contractive) ∂â“ ”À√—∫∑ÿ°Ê x, y ∈∈∈∈∈ D(T) ®–¡’ j ∈∈∈∈∈ J(x - y) ´÷Ëß

∑”„Àâ

«‘∏’°“√∑” È́”¢Õß¡“ππå Õ’™‘§“«“  Œ“‡æ‘√åπ ·≈–πŸ√å
μâπ°”‡π‘¥¢Õß«‘∏’°“√∑”¢Õß¡“ππå ‰¥â∂Ÿ°π‘¬“¡¢÷Èπ¡“‡æ◊ËÕ

„™â„π°“√À“ Ÿμ√¢Õß‡¡μ√‘°‚¥¬π—°§≥‘μ»“ μ√å™◊ËÕ ¡“ππå (Mann,

1953) „πªï §.». 1953 ́ ÷Ëß«‘∏’°“√∑”´È”¥—ß°≈à“«‰¥â¡’°“√»÷°…“ «‘®—¬

, ,Tx Ty x y x y C  

[1, )nk  lim 1nn
k

, , ,n n
nT x T y k x y x y C n

, ,Tx Ty L x y x y C  

2 2*( ) : ,J x f X x f x f  

,x f

2
( ) ( ) , ( )I T x I T y j x y k x y  

( ) ( ) , ( ) 0I T x I T y j x y  

‡æ‘Ë¡‡μ‘¡‡æ◊ËÕ„™â„π°“√ª√–¡“≥§à“¢Õß®ÿ¥μ√÷ß¢Õß°“√ àß‰¡à‡™‘ß‡ âπ

™π‘¥μà“ßÊ ‚¥¬‡√‘Ë¡μâπ®“° ¥Õμ —π (Dotson, 1970) ·≈– ‡´π‡μÕ√å

·≈–¥Õμ —π (Senter and Dotson, 1974) ¥—ß∑ƒ…Æ’∫∑ μàÕ‰ªπ’È

∑ƒ…Æ’∫∑ 7 (Dotson, 1970) °”Àπ¥„Àâ C ≠ ∅ ‡ªìπ‡´μ¬àÕ¬ªî¥

§Õπ‡«°´å ·≈–¡’¢Õ∫‡¢μ¢Õßª√‘¿Ÿ¡‘Œ‘≈‡∫‘√åμ X ·≈– T : C → C

‡ªìπ°“√ àß·∫∫‰¡à¢¬“¬ {α
n
} ⊂ (0, 1) ́ ÷Ëß 0 < a < α

n 
< b < 1

 ”À√—∫®ÿ¥ x
1
 ∈∈∈∈∈ C π‘¬“¡≈”¥—∫ {x

n
} ‚¥¬

         •    (1)

¥—ßπ—Èπ {x
n
} ≈Ÿà‡¢â“Õ¬à“ßÕàÕπ Ÿà p ∈∈∈∈∈ F(T)

´÷ËßμàÕ¡“‡æ◊ËÕ‡ªìπ‡°’¬√μ‘„Àâ°—∫¡“ππå ‰¥â‡√’¬°°“√∑”´È”·∫∫

(1) «à“ °“√∑”´È”·∫∫¡“ππå πÕ°®“°°“√∑”´È”·∫∫¡“ππå®–„™â

‡æ◊ËÕª√–¡“≥§à“®ÿ¥μ√÷ß¢Õß°“√ àß·∫∫‰¡à¢¬“¬·≈â« ¬—ß„™â‡æ◊ËÕ

ª√–¡“≥§à“®ÿ¥μ√÷ß¢Õß°“√ àß‰¡à‡™‘ß‡ âπ·∫∫Õ◊ËπÊ ¥—ßπ’È

∑ƒ…Æ’∫∑ 8 (Berinede, 2002) °”Àπ¥„Àâ C ≠ ∅ ‡ªìπ‡´μ

¬àÕ¬ªî¥ §Õπ‡«° ǻ ·≈–¡’¢Õ∫‡¢μ¢Õßª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§§Õπ‡«°™å

·∫∫‡Õ°√Ÿª X ·≈– T : C → C ‡ªìπ°“√ àß≈‘ø™‘∑∑å·≈–°“√ àß

°“√À¥‡∑’¬¡Õ¬à“ß‡¢â¡´÷Ëß F(T) ≠ ∅  ”À√—∫®ÿ¥ x
1
 ∈∈∈∈∈ C π‘¬“¡

≈”¥—∫ {x
n
} ‚¥¬ ¡°“√  (1)  ‡¡◊ËÕ                ´÷Ëß

·≈–             ¥—ßπ—Èπ {x
n
} ≈Ÿà‡¢â“Õ¬à“ß‡¢â¡ Ÿà®ÿ¥μ√÷ß p ∈∈∈∈∈ F(T)

¢âÕ —ß‡°μ 9 ®“°∑ƒ…Æ’∫∑∑’Ë°≈à“«¡“¢â“ßμâπ ∂â“ T ‡ªìπ°“√ àß

μàÕ‡π◊ËÕß·≈–≈”¥—∫∑’Ë‡°‘¥®“°«‘∏’°“√∑”´È”¢Õß¡“ππå≈Ÿà‡¢â“·≈â«®ÿ¥≈‘¡‘μ

¢Õß≈”¥—∫®–‡ªìπ®ÿ¥μ√÷ß¢Õß T ·μà ∂â“°“√ àß T ‰¡à‡ªìπ°“√ àß

μàÕ‡π◊ËÕß ·≈–°“√∑”´È” {x
n
} π‘¬“¡¥—ß ¡°“√ (1) ≈Ÿà‡¢â“‰ª¬—ß®ÿ¥

x ∈∈∈∈∈ C ·≈â«®–‰¡à “¡“√∂¬◊π¬—π‰¥â«à“ x ‡ªìπ®ÿ¥μ√÷ß¢Õß°“√ àß T

À√◊Õ‰¡à ¥—ßμ—«Õ¬à“ß‡™àπ °”Àπ¥„Àâ                    ‚¥¬ T0 =

T1 = 0 ·≈– Tx = 1  ”À√—∫∑ÿ°Ê 0 < x < 1 ®–‡ÀÁπ‰¥â™—¥‡®π«à“

F(T) = {0} °”Àπ¥°“√∑”´È”¢Õß¡“ππå‚¥¬ „Àâ x
1
 ∈∈∈∈∈ (0, 1) ·≈–

               •                 (2)

¥—ßπ—Èπ®–‰¥â«à“≈”¥—∫ {x
n
} ́ ÷Ëßπ‘¬“¡‚¥¬ (2) ≈Ÿà‡¢â“ Ÿà 1 ·μà 1 ∉ F(T)

®–æ∫«à“≈”¥—∫∑’Ë‡°‘¥®“°«‘∏’°“√∑” È́”¢Õß¡“ππå®–≈Ÿà‡¢â“ Ÿà

®ÿ¥μ√÷ß„π°√≥’∑’Ë T ‡ªìπ°“√ àß≈‘ø™‘∑∑å·≈–°“√ àß°“√À¥‡∑’¬¡

1 (1 ) ,n n n n nx Tx x n

[0,1]n  lim 0nn
 

1
n

n

 

: 0,1 0,1T  

1

1 1
(1 ) ,n n nx Tx x n

n n
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 [1, ]nk  

Õ¬à“ß‡¢â¡ Õ¬à“ß‰√°Áμ“¡∂â“ T ‡ªìπ°“√ àß°“√À¥‡∑’¬¡·≈â«≈”¥—∫

∑’Ë‡°‘¥®“°«‘∏’°“√∑”´È”¢Õß¡“ππåÕ“®®–‰¡à≈Ÿà‡¢â“ Ÿà®ÿ¥μ√÷ß¢Õß°“√ àß

T ¥—ßπ—Èπ®÷ß‡ªìπ‰ª‰¥â∑’Ë®–ª√–¡“≥®ÿ¥μ√÷ß¢Õß T ¥â«¬≈”¥—∫∑’Ë‡°‘¥

°“√∑”´È”·∫∫Õ◊ËπÊ ‡ªìπº≈„ÀâμàÕ¡“ «‘∏’°“√∑”´È”·∫∫Õ‘™‘§“«“

(Ishikawa Iteration) ‰¥â∂Ÿ°π”‡ πÕ‚¥¬Õ’™‘§“«“ (Ishikawa, 1974)

‡æ◊ËÕ„™â‡ªìπ‡§√◊ËÕß¡◊Õ„π°“√∑’Ë®–ª√–¡“≥§à“À“®ÿ¥μ√÷ß¢Õß°“√ àß

≈‘ø™‘∑∑å ·≈– °“√ àß°“√À¥μ—«‡∑’¬¡ ∑—Èßπ’È‡æ√“–«à“„π°√≥’ T ‡ªìπ

·§à°“√ àß°“√À¥μ—«‡∑’¬¡ «‘∏’°“√∑”´È”·∫∫Õ‘™‘§“«“ “¡“√∂∑”„Àâ

≈”¥—∫∑’Ë‡°‘¥¢÷Èπ≈Ÿà‡¢â“‰ª¬—ß®ÿ¥μ√÷ß¢Õß T ‰¥â ‚¥¬‡√“®–‡√‘Ë¡μâπ®“°

∑ƒ…Æ’∫∑μàÕ‰ªπ’È

∑ƒ…Æ’∫∑ 10 (Ishikawa, 1974) °”Àπ¥ „Àâ C ‡ªìπ‡´μ¬àÕ¬

°√–™—∫·≈–§Õπ‡«° ǻ¢Õßª√‘¿Ÿ¡‘Œ‘≈‡∫‘√åμ H „Àâ T : C → C ‡ªìπ°“√

 àß≈‘ø™‘∑∑å·≈–°“√ àß°“√À¥μ—«‡∑’¬¡ ·≈–„Àâ x
1
 ∈∈∈∈∈ C °”Àπ¥„Àâ

{x
n
} ‡ªìπ≈”¥—∫´÷Ëßπ‘¬“¡‚¥¬

(3)

‡¡◊ËÕ {α
n
},{β

n
} ‡ªìπ≈”¥—∫¢Õß®”π«π®”π«π®√‘ß∫«° ÷́Ëß Õ¥§≈âÕß

‡ß◊ËÕπ‰¢μàÕ‰ªπ’È

(1)        •

(2)

(3)

¥—ßπ—Èπ {x
n
} ≈Ÿà‡¢â“Õ¬à“ß‡¢â¡ Ÿà®ÿ¥μ√÷ß p ∈∈∈∈∈ F(T)

·≈–μàÕ¡“ ™‘¥Ÿ¡’ (Chidume, 1998) ‰¥â¢¬“¬∑ƒ…Æ’∫∑

¥—ß°≈à“«®“°ª√‘¿Ÿ¡‘Œ‘≈‡∫‘√åμ ‡ªìπª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§ª√—∫‡√’¬∫‡Õ°√Ÿª

(uniformly smooth Banach space) ·≈–‰¥â°”Àπ¥„Àâ T : C

→ C ‡ªìπ°“√ àß°“√À¥μ—«‡∑’¬¡Õ¬à“ß¥—ßπ’È

∑ƒ…Æ’∫∑ 11 (Chidume, 1998) °”Àπ¥ „Àâ C ‡ªìπ‡´μ¬àÕ¬

§Õπ‡«°´å ·≈–¡’¢Õ∫‡¢μ¢Õßª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§ª√—∫‡√’¬∫‡Õ°√Ÿª H „Àâ

T : C → C ‡ªìπ°“√ àß°“√À¥μ—«‡∑’¬¡Õ¬à“ß‡¢â¡ ·≈–„Àâ x
1
 ∈∈∈∈∈ C

°”Àπ¥„Àâ {x
n
} ‡ªìπ≈”¥—∫´÷Ëßπ‘¬“¡‚¥¬ ¡°“√ (3) ‡¡◊ËÕ {α

n
},{β

n
}

‡ªìπ≈”¥—∫¢Õß®”π«π®”π«π®√‘ß∫«° ÷́Ëß Õ¥§≈âÕß‡ß◊ËÕπ‰¢μàÕ‰ªπ’È

(1)      •

1 (1 ) ((1 ) ),n n n n n n n nx x T x x

0 1,n n n

lim 0nn
 

1
n n

n

 

(2)

(3)

¥—ßπ—Èπ {x
n
} ≈Ÿà‡¢â“Õ¬à“ß‡¢â¡ Ÿà®ÿ¥μ√÷ß p ∈∈∈∈∈ F(T)

μàÕ¡“„πªï §.». 1991 ™Ÿ (Schu, 1991) ‰¥âª√—∫«‘∏’°“√

∑”´È”¢Õß¡“ππå‡æ◊ËÕª√–¡“≥§à“¢Õß°“√ àß·∫∫‰¡à¢¬“¬‡™‘ß‡ âπ

°”°—∫¥—ßπ’È

∑ƒ…Æ’∫∑ 12 (Schu, 1991) °”Àπ¥ „Àâ C ‡ªìπ‡´μ¬àÕ¬§Õπ‡«°´å

·≈–¡’¢Õ∫‡¢μ¢Õßª√‘¿Ÿ¡‘Œ‘≈‡∫‘√åμ H „Àâ T : C → C ‡ªìπ°“√ àß

μàÕ‡π◊ËÕß·∫∫∫√‘∫Ÿ√≥å ·≈–‡ªìπ°“√ àß·∫∫‰¡à¢¬“¬‡™‘ß‡ âπ°”°—∫

´÷Ëß¡’≈”¥—∫         ÷́Ëß                      ·≈–°”Àπ¥

                 ÷́Ëß •     ”À√—∫∫“ß

ε ∈∈∈∈∈ (0, 1) „Àâ x
1
 ∈∈∈∈∈ C °”Àπ¥„Àâ {x

n
} ‡ªìπ≈”¥—∫´÷Ëßπ‘¬“¡‚¥¬

 ¡°“√

       •   (4)

¥—ßπ—Èπ {x
n
} ≈Ÿà‡¢â“Õ¬à“ß‡¢â¡ Ÿà®ÿ¥μ√÷ß p ∈∈∈∈∈ F(T)

πÕ°®“°π—Èπ·≈â« ™Ÿ√å (Schu, 1991) ¬—ß‰¥âª√—∫ª√ÿß«‘∏’°“√∑”´È”

·∫∫Õ‘™‘§“«“‡æ◊ËÕ„™â‡ªìπ‡§√◊ËÕß¡◊Õ„π°“√∑’Ë®–ª√–¡“≥§à“À“®ÿ¥

μ√÷ß¢Õß°“√ àß·∫∫°“√À¥μ—«‡∑’¬¡‡™‘ß‡ âπ°”°—∫ ¥—ß√“¬≈–‡Õ’¬¥

μàÕ‰ªπ’È

∑ƒ…Æ’∫∑ 13 (Schu, 1991) °”Àπ¥ „Àâ C ‡ªìπ‡´μ¬àÕ¬§Õπ

‡«°´å∑’Ë‰¡à‡ªìπ‡´μ«à“ß¢Õßª√‘¿Ÿ¡‘Œ‘≈‡∫‘√åμ H „Àâ T : C → C ‡ªìπ°“√

 àß°“√À¥μ—«‡∑’¬¡‡™‘ß‡ âπ°”°—∫ μàÕ‡π◊ËÕßÕ¬à“ß∫√‘∫Ÿ√≥å ·≈–‡ªìπ

·∫∫≈‘ø™‘∑∑ǻ ÷Ëß¡’ L ‡ªìπ§à“§ßμ—«≈‘ø™‘∑∑å·≈–¡’≈”¥—∫

´÷Ëß                       ·≈–°”Àπ¥ {α
n
},{β

n
} ⊂ [0, 1) ´÷Ëß

        •  ”À√—∫∫“ß ε ∈∈∈∈∈ (0, 1) ·≈–∫“ß

         „Àâ x
1
 ∈∈∈∈∈ C °”Àπ¥„Àâ {x

n
} ‡ªìπ≈”¥—∫

´÷Ëßπ‘¬“¡‚¥¬ ¡°“√

(5)

¥—ßπ—Èπ {x
n
} ≈Ÿà‡¢â“Õ¬à“ß‡¢â¡ Ÿà®ÿ¥μ√÷ß p ∈∈∈∈∈ F(T)

0 , 1,n n n

lim 0 limn nn n
 

1
n

n

 

[0,1]nk  
2

1

( 1)n
n

k  

[0,1]n  0 1 1,n n

1 (1 ) ,n
n n n n nx T x x n

2

1

((2 1) 1)n
n

k  

0 n  ,n b n

(0,b  

1
2 2 2[(1 ) 1])L L  

1 (1 ) ((1 ) ),n n
n n n n n n n nx x T x T x
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®“°∑’Ë°≈à“«¡“¢â“ßμâπ®–æ∫«à“≈”¥—∫∑’Ë‡°‘¥®“°«‘∏’°“√∑”

´È”¢Õß¡“ππå®–≈Ÿà‡¢â“Õ¬à“ßÕàÕπ Ÿà®ÿ¥μ√÷ß¢Õß°“√ àß T ∂÷ß·¡â X

‡ªìπª√‘¿Ÿ¡‘Œ‘≈‡∫‘√åμ ´÷Ëß‡ªìπº≈„ÀâμàÕ¡“ Œ“‡æ‘√åπ (Halpern, 1967)

‰¥âπ‘¬“¡≈”¥—∫¢Õß {x
n
} „π‡´μ¬àÕ¬·≈–§Õπ‡«°´å C ¢Õßª√‘¿Ÿ¡‘

Œ‘≈‡∫‘√åμ H ‚¥¬„Àâ x
1 
= u ∈∈∈∈∈ C °”Àπ¥„Àâ {x

n
} ‡ªìπ≈”¥—∫´÷Ëß

π‘¬“¡‚¥¬ ¡°“√

(6)

‡¡◊ËÕ T : C → C ·≈– {α
n
} ‡ªìπ≈”¥—∫„π™à«ßªî¥ [0, 1] ·≈–

Œ“‡æ‘√åπ‰¥âæ‘ Ÿ®πå«à“≈”¥—∫ {x
n
} ´÷Ëßπ‘¬“¡‚¥¬ (6) ®–≈Ÿà‡¢â“Õ¬à“ß

‡¢â¡ Ÿà®ÿ¥μ√÷ß¢Õß°“√ àß T ∂â“ T ‡ªìπ°“√ àß·∫∫‰¡à¢¬“¬·≈– {α
n
}

 Õ¥§≈âÕß°—∫‡ß◊ËÕπ‰¢μàÕ‰ªπ’È

(1)

(2)

(3)       À√◊Õ

´÷ËßμàÕ¡“∑ƒ…Æ’∫∑¥—ß°≈à“«°Á‰¥â∂Ÿ°¢¬“¬‰ª¬—ßª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§

ª√—∫‡√’¬∫‡Õ°√Ÿª‚¥¬π—°§≥‘μ»“ μ√å™◊ËÕ Ÿ́ „πªï §.». 1996 (Xu,

1996) ·≈–¬‘Ëß‰ª°«à“π—Èπ„πªï 2000 πŸ√å (Noor, 2000) ‰¥â‡ πÕ

«‘∏’°“√∑”´È” “¡¢—Èπ´÷ËßμàÕ¡“¿“¬À≈—ß ‰¥â‡√’¬°«à“ °“√∑”´È”¢ÕßπŸ√å

(Noor Iteration)  ”À√—∫°“√ª√–¡“≥§à“º≈‡©≈¬¢ÕßÕ ¡°“√

·ª√º—π (Variational inequality) ·≈– °“√‡ªìπ‡´μ¬àÕ¬‡™‘ß°“√

·ª√º—π (variational inclusions) „πª√‘¿Ÿ¡‘Œ‘≈‡∫‘√åμ´÷Ëßæ∫«à“°“√

∑”´È” “¡¢—Èππ—Èπ®–„ÀâÕ—μ√“°“√≈Ÿà‡¢â“ (rate of convergence)  Ÿà

§”μÕ∫¢ÕßÕ ¡°“√¥—ß°≈à“«‰¥â‡√Á«°«à“ °“√∑”´È”¢Õß¡“ππå ·≈–

°“√∑”´È”¢ÕßÕ‘™‘§“«“ ∑’Ë‰¥â°≈à“«‰ª·≈â«¢â“ßμâπ μàÕ¡“„πªï 2002

πŸ√å (Noor, 2002) ‰¥âª√–¬ÿ°μå°“√∑”´È” “¡¢—ÈπμÕπ‡æ◊ËÕ„™â

„π°“√ª√–¡“≥§à“®ÿ¥μ√÷ß¢Õß°“√ àß·∫∫‰¡à¢¬“¬‡™‘ß‡ âπ°”°—∫

¥—ß√“¬≈–‡Õ’¬¥μàÕ‰ªπ’È

∑ƒ…Æ’∫∑ 14 (Noor, 2002) °”Àπ¥ „Àâ C ‡ªìπ‡´μ¬àÕ¬ªî¥

§Õπ‡«°´å ·≈–¡’¢Õ∫‡¢μ¢Õßª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§§Õπ‡«°´å‡Õ°√Ÿª X „Àâ

T : C → C ‡ªìπ°“√ àß·∫∫‰¡à¢¬“¬‡™‘ß‡ âπ°”°—∫∑’ËμàÕ‡π◊ËÕß

Õ¬à“ß∫√‘∫Ÿ√≥ǻ ÷Ëß¡’≈”¥—∫                    ´÷Ëß

·≈–°”Àπ¥ {α
n
},{β

n
} ⊂ [0, 1] ÷́Ëß

·≈–       „Àâ x
1 
= ∈∈∈∈∈ C °”Àπ¥„Àâ

1 (1 ) , 1n n n nx u Tx n

lim 0nn
 

1
n

n

 

1
1

| |n n
n

 

1

lim 1n

n
n

 

[1, ]nk  
1

( 1)n
n

k  

0 liminf limsup 1n nn n

 

0 liminf limsup 1n nn n

 

{x
n
} ‡ªìπ≈”¥—∫´÷Ëßπ‘¬“¡‚¥¬ ¡°“√

                         •

¥—ßπ—Èπ {x
n
} ≈Ÿà‡¢â“Õ¬à“ß‡¢â¡ Ÿà®ÿ¥μ√÷ß p ∈∈∈∈∈ F(T)

 √ÿª
°“√∑”´È”¢Õß¡“ππå ·≈–°“√∑”´È”¢ÕßÕ‘™‘§“«“ ·≈–°“√

∑”´È”¢ÕßπŸ√å ‰¥â∂Ÿ°§‘¥§âπ¢÷Èπ¡“‡æ◊ËÕ‡ªìπ‡§√◊ËÕß„π°“√ª√–¡“≥§à“

®ÿ¥μ√÷ß¢Õß°“√ àß‰¡à‡™‘ß‡ âπ·∫∫μà“ßÊ „π∑—Èßª√‘¿Ÿ¡‘Œ‘≈‡∫‘√åμ ·≈–

ª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§ πÕ°®“°π—Èπ·≈â«¬—ß‡ªìπ‡§√◊ËÕß¡◊Õ„π°“√∑’Ë®–§âπÀ“

º≈‡©≈¬¢ÕßÕ ¡°“√μà“ßÊ ∑“ß§≥‘μ»“ μ√åμ—«Õ¬à“ß‡™àπ Õ ¡°“√

°“√·ª√º—π ·≈– °“√‡ªìπ‡´μ¬àÕ¬‡™‘ß°“√·ª√º—π ®“°°“√»÷°…“

æ∫«à“ °“√∑”´È”¢ÕßπŸ√å®–¡’Õ—μ√“°“√≈Ÿà‡¢â“ Ÿà§”μÕ∫¢ÕßÕ ¡°“√

¥—ß°≈à“« À√◊Õ®ÿ¥μ√÷ß¢Õß°“√ àß·∫∫μà“ßÊ ‰¥â‡√Á«°«à“ °“√∑”´È”

¢Õß¡“ππå °“√∑”´È”¢ÕßÕ‘™‘§“«“ ·≈–°“√∑”´È”¢ÕßŒ“‡æ‘√åπ

Õ’°∑—Èß¬—ß„™â‡ß◊ËÕπ‰¢°“√≈Ÿà‡¢â“∑’ËÕàÕπ°«à“ ‡æ√“–©–π—Èπ°“√æ—≤π“

„π‡√◊ËÕß¢Õß°“√∑”´È”·∫∫μà“ßÊ ®÷ß‡ªìπ ‘Ëß∑’Ëπ—°§≥‘μ»“ μ√å

√ÿàπμàÕ¡“μâÕß§‘¥§âπμàÕ‰ª ‡æ◊ËÕ„Àâ‡°‘¥·π«∑“ß„π°“√·°â ‰¢ªí≠À“

∑“ß§≥‘μ»“ μ√å‰¥â¡“°¬‘Ëß¢÷Èπ
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