
 ¡∫—μ‘∑“ß‡√¢“§≥‘μ„πª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§·≈–®ÿ¥μ√÷ß ”À√—∫°“√ àß‰¡à¢¬“¬À≈“¬§à“

Geometric Properties in Banach Spaces and Fixed Points

for Multivalued Nonexpansive Mappings

∫—≠™“  ªí≠≠“π“§*
¿“§«‘™“§≥‘μ»“ μ√å §≥–«‘∑¬“»“ μ√å ¡À“«‘∑¬“≈—¬‡™’¬ß„À¡à

Bancha  Panyanak*
Department of Mathematic, Faculty of Science, Ciangmai University

∫∑§—¥¬àÕ

 ¡∫—μ‘∑“ß‡√¢“§≥‘μ„πª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§π—∫«à“¡’∫∑∫“∑ ”§—≠Õ¬à“ß¡“°μàÕ°“√»÷°…“∑ƒ…Æ’®ÿ¥μ√÷ß ∑ƒ…Æ’∫∑®ÿ¥μ√÷ß ”À√—∫

°“√ àß‰¡à¢¬“¬À≈“¬§à“®÷ß∂Ÿ° √â“ß¢÷Èπ¿“¬„μâ‡ß◊ËÕπ‰¢∑’Ë‡°’Ë¬«¢âÕß°—∫ ¡∫—μ‘μà“ßÊ ‡À≈à“π—Èπ

§” ”§—≠ :  ¡∫—μ‘∑“ß‡√¢“§≥‘μ ª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§ ®ÿ¥μ√÷ß °“√ àß‰¡à¢¬“¬À≈“¬§à“

Abstract
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1. ∫∑π”

∑ƒ…Æ’∫∑®ÿ¥μ√÷ß ”À√—∫°“√ àß‰¡à¢¬“¬ (nonexpansive

mapping) ∑—Èß·∫∫§à“‡¥’¬«·≈–·∫∫À≈“¬§à“ ¡’§«“¡ ”§—≠

„π°“√π”‰ªª√–¬ÿ°μå„™âÕ¬à“ß°«â“ß¢«“ß„π»“ μ√åμà“ßÊ ∑’Ë‡°’Ë¬«¢âÕß

°—∫«‘∑¬“»“ μ√å·≈–‡∑§‚π‚≈¬’ μ—«Õ¬à“ß‡™àπ ∑ƒ…Æ’μ—«¥”‡π‘π°“√

(operator theory) ∑ƒ…Æ’°“√§«∫§ÿ¡ (control theory) ∑ƒ…Æ’

 ¡°“√ (theory of equation) ∑ƒ…Æ’‡°¡ (game theory) ‡ªìπμâπ

·μàªí≠À“∑’Ëæ∫ à«π„À≠à‚¥¬‡©æ“–ªí≠À“„π∑“ß‡»√…∞»“ μ√å

¡—°Õ¬Ÿà„π√Ÿª¢Õß°“√ àßÀ≈“¬§à“ ¥—ßπ—Èπ®÷ß¡’π—°§≥‘μ»“ μ√å®”π«π

‰¡àπâÕ¬ π„®∑’Ë®–¢¬“¬∑ƒ…Æ’∫∑®ÿ¥μ√÷ß ”À√—∫°“√ àß§à“‡¥’¬«

‰ª¬—ß°“√ àßÀ≈“¬§à“‚¥¬π—°§≥‘μ»“ μ√å„π¬ÿ§·√°Ê ∑’Ë √â“ßº≈ß“π

‰«â¡’¥—ßπ’È „πªï §.». 1941 Kakutani ‰¥â¢¬“¬∑ƒ…Æ’∫∑®ÿ¥μ√÷ß

 ”À√—∫øíß°å™—πμàÕ‡π◊ËÕß∫π∫Õ≈ªî¥Àπ÷ËßÀπà«¬¢Õß   n (Brouwer,

1912) ‰ª¬—ß°“√ àßÀ≈“¬§à“ μàÕ¡“„πªï §.». 1950 Bohnenblust

·≈– Karlin ‰¥â¢¬“¬∑ƒ…Æ’∫∑®ÿ¥μ√÷ß ”À√—∫øíß°å™—πμàÕ‡π◊ËÕß

∫π‡´μπŸπ (convex) °√–™—∫ (compact) ¢Õßª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§

(Schauder, 1930) ‰ª¬—ß°“√ àßÀ≈“¬§à“ ·≈–„πªï §.». 1969

Nadler ‰¥â¢¬“¬À≈—°°“√À¥μ—«¢Õß∫“π“§ (Banach contraction

principle) (Banach, 1922) ‰ª¬—ß°“√ àßÀ¥μ—«À≈“¬§à“

À≈—ß®“°π—Èπ‡ªìπμâπ¡“‰¥â¡’ºŸâ „Àâ§«“¡ π„® √â“ß∑ƒ…Æ’®ÿ¥μ√÷ß

 ”À√—∫°“√ àßÀ≈“¬§à“°—πÕ¬à“ß·æ√àÀ≈“¬√«¡∂÷ßºŸâ‡¢’¬π¥â«¬ ®π‡°‘¥

∑ƒ…Æ’∫∑®ÿ¥μ√÷ß ”À√—∫°“√ àßÀ≈“¬§à“¢÷Èπ‡ªìπ®”π«π¡“°·≈–

¡’°“√æ—≤π“‡√◊ËÕ¬¡“®π∂÷ßªí®®ÿ∫—π Õ¬à“ß‰√°Áμ“¡¬—ß¡’ªí≠À“Õ’°

®”π«π‰¡àπâÕ¬∑’Ë‡°’Ë¬«¢âÕß°—∫∑ƒ…Æ’∫∑®ÿ¥μ√÷ß ”À√—∫°“√ àßÀ≈“¬§à“

∑’Ë¬—ß§ßμâÕß°“√§”μÕ∫ ®ÿ¥ª√– ß§å¢Õß∫∑§«“¡©∫—∫π’È§◊Õ

μâÕß°“√„ÀâºŸâÕà“π∑√“∫∂÷ß‡√◊ËÕß√“«§«“¡‡ªìπ¡“¢Õß∑ƒ…Æ’∫∑®ÿ¥μ√÷ß

 ”À√—∫°“√ àßÀ≈“¬§à“·≈– ‘Ëßμà“ßÊ ∑’Ë‡°’Ë¬«¢âÕß  μ≈Õ¥®πªí≠À“‡ªî¥

∑’Ëπà“ π„®‡æ◊ËÕπ”‰ª‡ªìπ·π«∑“ß„π°“√∑”«‘®—¬‡°’Ë¬«°—∫‡√◊ËÕßπ’ÈμàÕ‰ª

2.  ¡∫—μ‘∑“ß‡√¢“§≥‘μ„πª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§

ªí≠À“∑’Ëπ—°§≥‘μ»“ μ√å„Àâ§«“¡ π„®§◊Õ ‡ß◊ËÕπ‰¢Õ–‰√

∫πª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§ X ∑’Ë‡æ’¬ßæÕμàÕ°“√¡’ ¡∫—μ‘®ÿ¥μ√÷ß ”À√—∫°“√ àß

À≈“¬§à“ (¥Ÿ§«“¡À¡“¬¢Õß ¡∫—μ‘®ÿ¥μ√÷ß ”À√—∫°“√ àßÀ≈“¬§à“

‰¥â„ππ‘¬“¡ 3.1)  ¡∫—μ‘∑“ß‡√¢“§≥‘μ (geometric property) ·≈–

§à“§ß∑’Ë∑“ß‡√¢“§≥‘μ (geometric constant) ¢Õßª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§

π—∫«à“¡’∫∑∫“∑ ”§—≠Õ¬à“ß¡“°μàÕ°“√¡’ ¡∫—μ‘®ÿ¥μ√÷ß ”À√—∫

°“√ àßÀ≈“¬§à“ ´÷Ëß®–°≈à“«∂÷ß¥—ßμàÕ‰ªπ’È

π‘¬“¡ 2.1. (Kirk, 1965) ª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§ X ®–‡√’¬°«à“¡’‚§√ß √â“ß

ª√°μ‘ (normal structure) ‡¢’¬π¬àÕÊ «à“ NS ∂â“ ”À√—∫∑ÿ°Ê

‡´μ¬àÕ¬ C ¢Õß X ∑’Ë‡ªìπ‡´μπŸπ (convex) ªî¥ (closed) ·≈–¡’

¢Õ∫‡¢μ (bounded) ÷́Ëß diam(C) > 0 ®–¡’ x „π C ´÷Ëß

.................(*)

‚¥¬∑’Ë diam(C) §◊Õ‡ âπºà“π»Ÿπ¬å°≈“ß (diameter) ¢Õß‡´μ C ́ ÷Ëß

π‘¬“¡‚¥¬

À¡“¬‡Àμÿ ∂â“ (*) ‡ªìπ®√‘ß ”À√—∫∑ÿ°Ê ‡´μ¬àÕ¬ C ¢Õß X ∑’Ë‡ªìπ

‡´μπŸπ ·≈–°√–™—∫Õ¬à“ßÕàÕπ (weakly compact) ·≈â«®–‡√’¬°

X «à“¡’‚§√ß √â“ßª√°μ‘Õ¬à“ßÕàÕπ (weak normal structure)

‡¢’¬π¬àÕÊ «à“ w-NS

„πªï §.». 1980 Bynum ‰¥â„Àâπ‘¬“¡ —¡ª√– ‘∑∏‘Ï¢Õß

ª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§∑’Ë —¡æ—π∏å°—∫‚§√ß √â“ßª√°μ‘·≈–‚§√ß √â“ßª√°μ‘

Õ¬à“ßÕàÕπ ¥—ßπ’È

π‘¬“¡ 2.2. °”Àπ¥„Àâ N(X) ·∑π —¡ª√– ‘∑∏‘Ï‚§√ß √â“ßª√°μ‘

(normal structure coefficient) ¢Õßª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§ X ´÷Ëß¡’

π‘¬“¡¥—ßπ’È

      A ‡ªìπ‡´μ¬àÕ¬πŸπ ªî¥

 ·≈–¡’¢Õ∫‡¢μ¢Õß X ´÷Ëß

‚¥¬∑’Ë r(A) §◊Õ√—»¡’‡™∫∫’‡™ø (chebyshev radius) ¢Õß A ÷́Ëß

π‘¬“¡‚¥¬

π‘¬“¡ 2.3. °”Àπ¥„Àâ WCS(X) ·∑π —¡ª√– ‘∑∏‘Ï≈”¥—∫≈Ÿà‡¢â“

Õ¬à“ßÕàÕπ (weakly convergent sequence coefficient) ¢Õß

ª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§ X ´÷Ëß¡’π‘¬“¡¥—ßπ’È

        ‡ªìπ≈”¥—∫∑’Ë≈Ÿà‡¢â“Õ¬à“ßÕàÕπ

   ·μà‰¡à≈Ÿà‡¢â“Õ¬à“ß‡¢â“Õ¬à“ß‡¢â¡

‚¥¬∑’Ë diam
a
({x

n
}) §◊Õ‡ âπºà“π»Ÿπ¬å°≈“ß‡™‘ß‡ âπ°”°—∫ (asymptotic

diameter) ¢Õß≈”¥—∫ {x
n
} ´÷Ëßπ‘¬“¡‚¥¬

   ·≈–        §◊Õ√—»¡’‡™‘ß‡ âπ°”°—∫

(asymptotic radius) ¢Õß {x
n
} ´÷Ëßπ‘¬“¡‚¥¬
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,x y: sup{|| ||:x ydiam( )C }C



 liminf || || liminf || ||n nn n
x x x

‡√“®–‡√’¬°ª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§ X «à“¡’‚§√ß √â“ßª√°μ‘‡Õ°√Ÿª (uniform

normal structure) ‡¢’¬π¬àÕÊ «à“ UNS ∂â“ N(X)>1 ·≈–®–

°≈à“««à“ X ¡’‚§√ß √â“ßª√°μ‘‡Õ°√ŸªÕ¬à“ßÕàÕπ (weak uniform

normal structure) ‡¢’¬π¬àÕÊ «à“ w-UNS ∂â“ WCS(X)>1

¢âÕ —ß‡°μ ®“°π‘¬“¡¢â“ßμâπ®–‡ÀÁπ‰¥â«à“ ”À√—∫∑ÿ°Ê ª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§

X §à“¢Õß WCS(X) ®–¡’§à“¡“°°«à“À√◊Õ‡∑à“°—∫§à“ N(X) ‡ ¡Õ

º≈≈—æ∏åπ’È∑”„Àâ‡√“‰¥â¢âÕ √ÿª«à“ ∂â“ X ¡’‚§√ß √â“ßª√°μ‘‡Õ°√Ÿª·≈â«

X ®–¡’‚§√ß √â“ßª√°μ‘‡Õ°√ŸªÕ¬à“ßÕàÕπ

®“°°“√»÷°…“æ∫«à“ ¡∫—μ‘∑“ß‡√¢“§≥‘μ¢Õßª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§

X ∑’Ë∑”„Àâ X ¡’‚§√ß √â“ßª√°μ‘‡Õ°√ŸªÀ√◊Õ‚§√ß √â“ßª√°μ‘‡Õ°√Ÿª

Õ¬à“ßÕàÕπ¡—°®– àßº≈„Àâ X ¡’ ¡∫—μ‘®ÿ¥μ√÷ß ”À√—∫°“√ àßÀ≈“¬§à“

μàÕ‰ª®–‡ªìπ°“√°≈à“«∂÷ß ¡∫—μ‘μà“ßÊ ‡À≈à“π—Èπ

π‘¬“¡ 2.4. (Opial, 1967) ‡√“®–‡√’¬°ª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§ X «à“¡’

 ¡∫—μ‘‚Õ‡ªï¬≈ (Opial property) ∂â“ ”À√—∫∑ÿ°Ê ≈”¥—∫ {x
n
} „π

X ´÷Ëß≈Ÿà‡¢â“Õ¬à“ßÕàÕπ Ÿà‡«°‡μÕ√å»Ÿπ¬å (‡¢’¬π·∑π¥â«¬         )

·≈– ”À√—∫ x ≠ 0 „π X ®–‰¥â«à“

 ”À√—∫·μà≈– c ≥ 0 °”Àπ¥„Àâ r
x
(c) ·∑π‚Õ‡ªï¬≈‚¡¥Ÿ≈—  (Opial

modulus) ¢Õß X π‘¬“¡‚¥¬

‡√“®–°≈à“««à“ X ¡’ ¡∫—μ‘‚Õ‡ªï¬≈‡Õ°√Ÿª (uniform Opial property)

∂â“ r
x
(c) > 0  ”À√—∫∑ÿ°Ê c > 0

„πªï §.». 1972 Gossez ·≈– Lami Dozo ‰¥âæ‘ Ÿ®πå«à“

∑ÿ°Ê ª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§∑’Ë¡’ ¡∫—μ‘‚Õ‡ªï¬≈®–¡’‚§√ß √â“ßª√°μ‘Õ¬à“ßÕàÕπ

μàÕ¡“ Lin ·≈–§≥– (Lin et al., 1995) ‰¥âæ‘ Ÿ®πå«à“ ”À√—∫∑ÿ°Ê

ª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§ X ®–‰¥â«à“ WCS(X)>1 + r
x
(c) ®“°º≈≈—æ∏åπ’È

∑”„Àâ “¡“√∂ √ÿª‰¥â«à“∂â“ r
x
(1) > 0 ·≈â« X ®–¡’‚§√ß √â“ß

ª√°μ‘‡Õ°√ŸªÕ¬à“ßÕàÕπ

μàÕ‰ª®–‡ªìπ°“√°≈à“«∂÷ß§«“¡πŸπ (convexity) ¢Õß

ª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§

π‘¬“¡ 2.5. ‡√“®–‡√’¬°ª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§ X «à“‡ªìπª√‘¿Ÿ¡‘πŸπ‡Õ°√Ÿª

(uniformly convex) ‡¢’¬π¬àÕÊ «à“ UC ∂â“

 ”À√—∫∑ÿ°Ê ε ∈∈∈∈∈ [0, 2] °≈à“«Õ’°π—¬Àπ÷Ëß§◊Õ

0w
nx

( ) : inf liminf || || 1: || || , 0,w
X n nn

r c x x x c x

liminf || || 1nn
x  

( ) : inf 1 : , ,|| || 0
2X X

x y
x y B x y

‡√“‡√’¬° δ
X
(ε) «à“‚¡¥Ÿ≈— ¢Õß§«“¡πŸπ (modulus of convexity)

¢Õß X ·≈–‡√’¬° ε
0
(X) «à“§à“≈—°…≥–‡©æ“–¢Õß§«“¡πŸπ

(characteristic of convexity) ¢Õß X ‚¥¬∑’Ë B
X
 §◊Õ∫Õ≈ªî¥Àπ÷Ëß

Àπà«¬ (closed unit ball) ¢Õß X ´÷Ëßπ‘¬“¡‚¥¬ B
X
 := {x ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ X :

||x|| ≤ 1} ·≈–‡√“®–‡√’¬° X «à“‡ªìπª√‘¿Ÿ¡‘‰¡à ’Ë‡À≈’Ë¬¡®—μÿ√— ‡Õ°√Ÿª

(uniformly nonsquare) ∂â“ ε
0
(X) < 2

§«“¡ —¡æ—π∏å√–À«à“ß —¡ª√– ‘∑∏‘Ï¢Õß§«“¡πŸπ·≈–

 —¡ª√– ‘∑∏‘Ï‚§√ß √â“ßª√°μ‘„πª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§ X §◊Õ         ≤

N(X) ®“°º≈≈—æ∏åπ’È∑”„Àâ “¡“√∂ √ÿª‰¥â«à“∂â“ δ
X
(1) > 0 ·≈â« X

®–‡ªìπª√‘¿Ÿ¡‘ –∑âÕπ (reflexive space) ·≈–¡’‚§√ß √â“ßª√°μ‘

‡Õ°√Ÿª

„πªï §.». 1980 Huff ‰¥âπ‘¬“¡ª√‘¿Ÿ¡‘‡°◊Õ∫πŸπ‡Õ°√Ÿª´÷Ëß

‡ªìπ°“√«“ßπ—¬∑—Ë«‰ª (generalization) ¢Õßª√‘¿Ÿ¡‘πŸπ‡Õ°√Ÿª¥—ßπ’È

π‘¬“¡ 2.6. ª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§ X ®–‡√’¬°«à“‡ªìπª√‘¿Ÿ¡‘‡°◊Õ∫πŸπ‡Õ°√Ÿª

(nearly uniformly convex) ‡¢’¬π¬àÕÊ «à“ NUC ∂â“ X ‡ªìπ

ª√‘¿Ÿ¡‘ –∑âÕπ·≈– ”À√—∫∑ÿ°Ê ε > 0 ®–¡’ δ > 0 ´÷Ëß∑ÿ°Ê ≈”¥—∫

{x
n
} „π B

X
 ´÷Ëß               ·≈–

             ®–‰¥â«à“

μàÕ‰ª®–°≈à“«∂÷ßμ—««—¥§«“¡‰¡à°√–™—∫ (measure of

noncompactness) ∑’Ë¡’§«“¡ —¡æ—π∏å°—∫ª√‘¿Ÿ¡‘‡°◊Õ∫πŸπ‡Õ°√Ÿª

π—Ëπ§◊Õ μ—««—¥§«“¡‰¡à°√–™—∫°“√·¬° (separation measure of

noncompactness) ´÷Ëßμ—««—¥§«“¡‰¡à°√–™—∫™π‘¥π’È¡’∫∑∫“∑

 ”§—≠Õ¬à“ß¡“°μàÕ°“√»÷°…“∑ƒ…Æ’®ÿ¥μ√÷ß„πª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§  ”À√—∫

μ—««—¥§«“¡‰¡à°√–™—∫™π‘¥Õ◊ËπÊ ºŸâÕà“π “¡“√∂§âπ§«â“‡æ‘Ë¡‡μ‘¡‰¥â„π

(Ayerbe et al., 1997)

π‘¬“¡ 2.7. „Àâ A ‡ªìπ‡´μ¬àÕ¬∑’Ë¡’¢Õ∫‡¢μ¢Õßª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§ X

°”Àπ¥„Àâ β(A) ·∑πμ—««—¥§«“¡‰¡à°√–™—∫°“√·¬° ÷́Ëßπ‘¬“¡‚¥¬

·≈–‡√“°”Àπ¥„Àâ Δ
X,β 

(ε) ·∑π‚¡¥Ÿ≈— ¢Õß§«“¡πŸπ‰¡à°√–™—∫

(modulus of noncompact convexity) ‡∑’¬∫°—∫ β ÷́Ëßπ‘¬“¡

‚¥¬                                 ‡ªìπ‡´μ¬àÕ¬πŸπ¢Õß

·≈–°”Àπ¥„Àâ ε
β
(X) ·∑π§à“≈—°…≥–‡©æ“–¢Õß§«“¡πŸπ‰¡à°√–™—∫

(characteristic of noncompact convexity) ÷́Ëßπ‘¬“¡‚¥¬

0 ( ) : sup 0 : ( ) 0 0XX  

1

1 (1)X

w
nx x sep({ }) : inf || || :n n mx x x

n m  || || 1x

( ) : sup 0 : { } , sep({ })n nA x A x  

, ( ) : inf 1 (0, ) :X d A A  

, ( ) 0XB A  

,( ) : sup 0 : ( ) 0XX  
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1
( ) : sup (|| || || ||) 1: || || 1,|| || 1

2X t x ty x ty x y  

1
(0)

2X  
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|| ||
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|| || || ||
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|| || || ||
( ) sup : , , ( , ) (0,0)

2 || || 2 || ||

x y x y
C X x y X x y

x y
 

 ( ) sup min(|| ||, || ||) : , XJ X x y x y x y B  

Ayerbe ·≈–§≥– (Ayerbe et al., 1997) ‰¥âæ‘ Ÿ®πå«à“

ª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§ X ®–‡ªìπ NUC °ÁμàÕ‡¡◊ËÕ ε
β
(X) = 0 πÕ°®“°π’È

¬—ß‰¥âæ‘ Ÿ®πåÕ’°«à“ ∂â“ ε
β
(X) < 1 ·≈â« X ®–‡ªìπª√‘¿Ÿ¡‘ –∑âÕπ

·≈–¡’‚§√ß √â“ßª°μ‘Õ¬à“ßÕàÕπ

μàÕ‰ª®–‡ªìπ°“√„Àâπ‘¬“¡¢Õßª√‘¿Ÿ¡‘ª√—∫‡√’¬∫‡Õ°√Ÿª¥—ßπ’È

π‘¬“¡ 2.8. ª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§ X ®–‡√’¬°«à“ª√‘¿Ÿ¡‘‡√’¬∫·∫∫‡Õ°√Ÿª

(uniformly smooth) ‡¢’¬π¬àÕÊ «à“ US ∂â“

‡¡◊ËÕ ρ
X
 §◊Õ ‚¡¥Ÿ≈— ¢Õß§«“¡‡√’¬∫ (modulus of smoothness)

¢Õß X ´÷Ëßπ‘¬“¡‚¥¬

 ”À√—∫∑ÿ°Ê t ≥ 0

Prus (Prus, 1991) ‰¥âæ‘ Ÿ®πå«à“∂â“          ·≈â« X ‡ªìπ

ª√‘¿Ÿ¡‘ –∑âÕπ·≈–¡’‚§√ß √â“ßª√°μ‘‡Õ°√Ÿª

μàÕ‰ª®–°≈à“«∂÷ß‚¡¥Ÿ≈— ¢Õß§«“¡‡ªìπ ’Ë‡À≈’Ë¬¡®—μÿ√— 

´÷Ëßπ‘¬“¡‚¥¬ Benitez ·≈–§≥– (Benitez et al., 1998) ¥—ßπ’È

π‘¬“¡ 2.9. „Àâ X ‡ªìπª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§  ”À√—∫·μà≈– β ∈∈∈∈∈ [0, 1)

‡√“π‘¬“¡‚¡¥Ÿ≈— ¢Õß§«“¡‡ªìπ ’Ë‡À≈’Ë¬¡®—μÿ√—  (modulus of

squareness) ‚¥¬

‡¡◊ËÕ

μàÕ‰ª®–°≈à“«∂÷ß§à“§ß∑’Ë„πª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§ X ∑’Ë ”§—≠§◊Õ

§à“§ß∑’Ë®Õ√å·¥πøÕππÕ¬¡—ππå (Jordan-von Neumann constant)

´÷Ëßπ‘¬“¡‚¥¬ Clarkson (Clarkson, 1937) ¥—ßπ’È

 ÿ¥∑â“¬π’È®–°≈à“«∂÷ß§à“§ß∑’Ë‡®¡ å (James constant) ́ ÷Ëßπ‘¬“¡‚¥¬

Gao ·≈– Lau (Gao & Lau, 1990)  ¥—ßπ’È

 ¡∫—μ‘‡∫◊ÈÕßμâπ¢Õß§à“§ß∑’Ë®Õ√å·¥πøÕππÕ¬¡—ππå·≈–

§à“§ß∑’Ë‡®¡ å‡ªìπ¥—ßπ’È

(1)    (Clarkson, 1937)

(2)    (Gao & Lau, 1990)

(3)       (Kato et al., 2001)

  2 ( ) 2J X   

NJ1 ( ) 2C X  

2
2

NJ 2

1 ( )
( ) ( )

2 ( ( ) 1) 1

J X
J X C X

J X
 

(4)   ‡ªìπª√‘¿Ÿ¡‘‰¡à ’Ë‡À≈’Ë¬¡

®—μÿ√— ‡Õ°√Ÿª (Mazcunan-Navarro, 2003)

3. ®ÿ¥μ√÷ß ”À√—∫°“√ àß‰¡à¢¬“¬À≈“¬§à“
„πÀ—«¢âÕπ’È®–°≈à“«∂÷ßπ‘¬“¡·≈–§«“¡√Ÿâæ◊Èπ∞“π‡°’Ë¬«°—∫

®ÿ¥μ√÷ß¢Õß°“√ àß‰¡à¢¬“¬À≈“¬§à“ «‘«—≤π“°“√¢Õß°“√‡°‘¥

∑ƒ…Æ’∫∑μà“ßÊ μ≈Õ¥®πªí≠À“‡ªî¥‡°’Ë¬«°—∫‡√◊ËÕßπ’È

π‘¬“¡ 3.1. „Àâ C ‡ªìπ‡´μ¬àÕ¬∑’Ë‰¡à‡ªìπ‡´μ«à“ß¢Õßª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§

‡√“„™â —≠≈—°…≥å K(C) ·∑π«ß»å (family) ¢Õß‡´μ¬àÕ¬°√–™—∫¢Õß

C ·≈– KC(C) ·∑π«ß»å¢Õß‡´μ¬àÕ¬πŸπ°√–™—∫¢Õß C

‡√“®–‡√’¬°°“√ àßÀ≈“¬§à“ T : C → K(C) «à“°“√ àß

‰¡à¢¬“¬∂â“ H(Tx, Ty) ≤ ||x - y||  ”À√—∫∑ÿ°Ê x, y ∈∈∈∈∈ C ‡¡◊ËÕ

H(• , •) §◊Õ‡¡μ√‘°‡Œ“ å¥Õ√åø (Hausdorff metric) ´÷Ëßπ‘¬“¡‚¥¬

     ‚¥¬∑’Ë

‡√“®–°≈à“««à“°“√ àß T ¡’®ÿ¥μ√÷ß (fixed point) ∂â“¡’ ¡“™‘°

x ∈∈∈∈∈ C ∑’Ë x ∈∈∈∈∈ Tx πÕ°®“°π’È‡√“®–°≈à“««à“ª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§ X ¡’

 ¡∫—μ‘®ÿ¥μ√÷ß ”À√—∫°“√ àßÀ≈“¬§à“ (‡¢’¬π¬àÕÊ «à“ MFPP) ∂â“

∑ÿ°°“√ àß‰¡à¢¬“¬À≈“¬§à“ T : C → KC(C) ¡’®ÿ¥μ√÷ß‚¥¬∑’Ë C

‡ªìπ‡´μ¬àÕ¬ªî¥ πŸπ ·≈–¡’¢Õ∫‡¢μ¢Õß X ·≈–®–°≈à“««à“ X ¡’

 ¡∫—μ‘®ÿ¥μ√÷ßÕ¬à“ßÕàÕπ ”À√—∫°“√ àßÀ≈“¬§à“ (‡¢’¬π¬àÕÊ «à“ w-

MFPP) ∂â“∑ÿ°°“√ àß‰¡à¢¬“¬À≈“¬§à“ T : C → KC(C) ¡’

®ÿ¥μ√÷ß‚¥¬∑’Ë C ‡ªìπ‡´μ¬àÕ¬πŸπ ·≈–°√–™—∫Õ¬à“ßÕàÕπ¢Õß X

‡™àπ‡¥’¬«°—π°—∫°“√ àß§à“‡¥’¬« MFPP ·≈– w-MFPP ∂◊Õ«à“

‡ªìπ ‘Ëß‡¥’¬«°—π„πª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§ –∑âÕπ

„πªï §.». 1973 Lami Dozo ‰¥âæ‘ Ÿ®πå∑ƒ…Æ’∫∑μàÕ‰ªπ’È

∑ƒ…Æ’∫∑ 3.2. „Àâ X ‡ªìπª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§∑’Ë¡’ ¡∫—μ‘‚Õ‡ªï¬≈ ·≈–„Àâ

C ‡ªìπ‡´μ¬àÕ¬πŸπ ·≈–°√–™—∫Õ¬à“ßÕàÕπ¢Õß X ·≈–„Àâ T : C

→ K(C) ‡ªìπ°“√ àß‰¡à¢¬“¬À≈“¬§à“ ®–‰¥â«à“ T ¡’®ÿ¥μ√÷ß„π C

„πªï §.». 1974 Lim ‰¥âæ‘ Ÿ®πåº≈≈—æ∏å≈—°…≥–‡¥’¬«°—π

„πª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§πŸπ‡Õ°√Ÿª¥—ßπ’È

∑ƒ…Æ’∫∑ 3.3. „Àâ X ‡ªìπª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§πŸπ‡Õ°√Ÿª ·≈–„Àâ C ‡ªìπ

‡´μ¬àÕ¬ªî¥ πŸπ ·≈–¡’¢Õ∫‡¢μ¢Õß X ·≈–„Àâ T : C → K(C)

‡ªìπ°“√ àß‰¡à¢¬“¬À≈“¬§à“ ®–‰¥â«à“ T ¡’®ÿ¥μ√÷ß„π C

„π°“√»÷°…“∑ƒ…Æ’®ÿ¥μ√÷ß ”À√—∫°“√ àß‰¡à¢¬“¬À≈“¬§à“

®”‡ªìπ®–μâÕß¡’§«“¡√Ÿâ‡°’Ë¬«°—∫√—»¡’‡™‘ß‡ âπ°”°—∫ (asymptotic

radius) ·≈–»Ÿπ¬å°≈“ß‡™‘ß‡ âπ°”°—∫ (asymptotic center) ¢Õß

≈”¥—∫∑’Ë¡’¢Õ∫‡¢μ ÷́Ëß®–°≈à“«∂÷ß¥—ßμàÕ‰ªπ’È

NJ ( ) 2C X ( ) 2J X  X  

( , ) max sup ( , ) , sup ( , )
a A b B

H A B d a B d b A , ( )A B K C
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π‘¬“¡ 3.4. „Àâ C ‡ªìπ‡´μ¬àÕ¬ªî¥ πŸπ ¢Õßª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§ X

‡√“®–„™â —≠≈—°…≥å r(C, {x
n
}) ·∑π√—»¡’‡™‘ß‡ âπ°”°—∫¢Õß {x

n
}

‡∑’¬∫°—∫ C ´÷Ëßπ‘¬“¡‚¥¬

·≈–‡√“®–„™â —≠≈—°…≥å A(C, {x
n
}) ·∑π»Ÿπ¬å°≈“ß‡™‘ß‡ âπ°”°—∫

¢Õß {x
n
} ‡∑’¬∫°—∫ C ÷́Ëßπ‘¬“¡‚¥¬

πÕ°®“°π’È‡√“π‘¬“¡ √—»¡’‡™∫∫’‡™ø (chebyshev radius)  ”À√—∫

‡´μ¬àÕ¬ A ¢Õß X ‡∑’¬∫°—∫ C ¥—ßπ’È

μàÕ‰ª®–‡ªìπ°“√°≈à“«∂÷ß≈”¥—∫ª√°μ‘·≈–≈”¥—∫‡™‘ß‡ âπ

°”°—∫‡Õ°√Ÿª

π‘¬“¡ 3.5. ‡√“®–‡√’¬°≈”¥—∫ {x
n
} «à“‡ªìπ≈”¥—∫ª√°μ‘ (regular)

‡∑’¬∫°—∫‡´μ C ∂â“ r(C, {x
n
}) = r(C, {x

nk
})  ”À√—∫∑ÿ°Ê ≈”¥—∫

¬àÕ¬ {x
nk
} ¢Õß {x

n
} ·≈–®–‡√’¬° {x

n
} «à“‡ªìπ≈”¥—∫‡™‘ß‡ âπ°”°—∫

‡Õ°√Ÿª‡∑’¬∫°—∫‡´μ C ∂â“ A(C, {x
n
}) = A(C, {x

nk
})  ”À√—∫∑ÿ°Ê

≈”¥—∫¬àÕ¬ {x
nk
} ¢Õß {x

n
}

„πªï §.». 1990 Kirk ·≈– Massa ‰¥â¢¬“¬º≈≈—æ∏å¢Õß

Lim (Lim, 1974) ¥—ßπ’È

∑ƒ…Æ’∫∑ 3.6. „Àâ C ‡ªìπ‡´μ¬àÕ¬ªî¥ πŸπ ·≈–¡’¢Õ∫‡¢μ¢Õß

ª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§ X ·≈– T : C → KC(C) ‡ªìπ°“√ àß‰¡à¢¬“¬À≈“¬§à“

 ¡¡μ‘«à“∑ÿ°Ê »Ÿπ¬å°≈“ß‡™‘ß‡ âπ°”°—∫ (asymptotic center) „π

C ¢Õß≈”¥—∫∑’Ë¡’¢Õ∫‡¢μ¢Õß X ‡ªìπ‡´μ°√–™—∫ ·≈â«®–‰¥â«à“ T ¡’

®ÿ¥μ√÷ß„π C

„πªï §.». 1986 Kirk ‰¥âæ‘ Ÿ®πå«à“ ∂â“ X ‡ªìπª√‘¿Ÿ¡‘πŸπ

‡Õ°√Ÿª ·≈â«∑ÿ°Ê »Ÿπ¬å°≈“ß‡™‘ß‡ âπ°”°—∫¢Õß≈”¥—∫∑’Ë¡’¢Õ∫‡¢μ„π

X ®–‡ªìπ‡´μ°√–™—∫ Õ¬à“ß‰√°Áμ“¡∑ƒ…Æ’∫∑ 3.6 ‰¡à “¡“√∂

ª√–¬ÿ°μå„™â ‰¥â°—∫ª√‘¿Ÿ¡‘‡°◊Õ∫πŸπ‡Õ°√Ÿª‡π◊ËÕß®“° Kuczumow ·≈–

Prus (Kuczumow & Prus, 1990) ‰¥â¬°μ—«Õ¬à“ß¢Õß»Ÿπ¬å°≈“ß

‡™‘ß‡ âπ°”°—∫¢Õß≈”¥—∫„πª√‘¿Ÿ¡‘‡°◊Õ∫πŸπ‡Õ°√Ÿª∑’Ë ‰¡à‡ªìπ‡´μ

°√–™—∫®÷ß‡°‘¥ªí≠À“‡ªî¥¢÷Èπ´÷Ëßª√“°Ø„π (Xu, 2000) ¥—ßπ’È

ªí≠À“ 3.7. ª√‘¿Ÿ¡‘‡°◊Õ∫πŸπ‡Õ°√Ÿª¡’ ¡∫—μ‘®ÿ¥μ√÷ß ”À√—∫°“√ àß

À≈“¬§à“À√◊Õ‰¡à

πÕ°®“°π’È Xu ¬—ß‰¥âμ—Èßªí≠À“∑’Ëπà“ π„®Õ’°Õ¬à“ßÀπ÷Ëß§◊Õ

ªí≠À“ 3.8. ª√‘¿Ÿ¡‘‡√’¬∫·∫∫‡Õ°√Ÿª¡’ ¡∫—μ‘®ÿ¥μ√÷ß ”À√—∫°“√ àß

À≈“¬§à“À√◊Õ‰¡à

( ,{ }) : inf limsup || || :n n
n

r C x x x x C

( ,{ }) : : limsup || || ( ,{ })n n n
n

A C x x C x x r C x  

( ) : inf{sup{|| ||: }: }Cr A x y y A x C  

„πªï §.». 2003 Dominguez ·≈– Lorenzo ‰¥â √â“ß

§«“¡ —¡æ—π∏å√–À«à“ß√—»¡’‡™∫∫’‡™ø·≈–»Ÿπ¬å°≈“ß‡™‘ß‡ âπ°”°—∫

¢Õß≈”¥—∫∑’Ë¡’¢Õ∫‡¢μ·≈–μ—««—¥§«“¡‰¡à°√–™—∫°“√·¬° β ¥—ßπ’È

∑ƒ…Æ’∫∑ 3.9. „Àâ C ‡ªìπ‡´μ¬àÕ¬ªî¥ πŸπ ¢Õßª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§ –∑âÕπ

X ∂â“ {x
n
} ‡ªìπ≈”¥—∫„π C ´÷Ëß‡ªìπª√°μ‘ (regular) ‡∑’¬∫°—∫ C

·≈â«

‚¥¬°“√ª√–¬ÿ°μå„™â∑ƒ…Æ’∫∑ 3.9 Dominguez ·≈–

Lorenzo (Dominguez & Lorenzo, 2004) ‰¥âæ‘ Ÿ®πå∑ƒ…Æ’∫∑

μàÕ‰ªπ’È

∑ƒ…Æ’∫∑ 3.10. „Àâ C ‡ªìπ‡´μ¬àÕ¬ªî¥ πŸπ ·≈–¡’¢Õ∫‡¢μ¢Õß

ª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§ X ´÷Ëß¡’ ε
β 
(X) < 1 ·≈–„Àâ T : C → KC(C)

‡ªìπ°“√ àß‰¡à¢¬“¬À≈“¬§à“ ®–‰¥â«à“ T ¡’®ÿ¥μ√÷ß„π C

®“°º≈≈—æ∏åπ’È∑”„Àâ “¡“√∂ √ÿª‰¥â«à“∑ÿ°Ê ª√‘¿Ÿ¡‘‡°◊Õ∫πŸπ

‡Õ°√Ÿª¡’ ¡∫—μ‘®ÿ¥μ√÷ß ”À√—∫°“√ àßÀ≈“¬§à“ (‡æ√“–«à“∂â“ X ‡ªìπ

NUC ·≈â« ε
β 
(X) = 0) ́ ÷Ëß‡ªìπ°“√μÕ∫§”∂“¡¢Õßªí≠À“ 3.7 «à“

‡ªìπ®√‘ß

μàÕ¡“„πªï §.». 2006 Dhompongsa ·≈–§≥–

(Dhompongsa et al., 2006) „Àâ¢âÕ —ß‡°μ«à“‡§√◊ËÕß¡◊ÕÀ≈—°∑’Ë„™â

„π°“√æ‘ Ÿ®πå∑ƒ…Æ’∫∑ 3.9 ·≈– 3.10 §◊Õ§«“¡ —¡æ—π∏å√–À«à“ß

√—»¡’‡™∫∫’‡™ø·≈–»Ÿπ¬å°≈“ß‡™‘ß‡ âπ°”°—∫¢Õß≈”¥—∫∑’Ë¡’¢Õ∫‡¢μ

°—∫√—»¡’‡™‘ß‡ âπ°”°—∫¢Õß≈”¥—∫π—ÈπÊ ·≈–‰¥âπ‘¬“¡‡ß◊ËÕπ‰¢∫π

ª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§¢÷Èπ¡“„À¡à·≈–‡æ◊ËÕ‡ªìπ‡°’¬√μ‘·°àºŸâ∑’Ë∑”„Àâ‡°‘¥·π«§‘¥

®÷ßμ—Èß™◊ËÕ«à“‡ß◊ËÕπ‰¢ Dominguez-Lorenzo ¥—ßπ’È

π‘¬“¡ 3.11. ª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§ X ®–‡√’¬°«à“ Õ¥§≈âÕß‡ß◊ËÕπ‰¢

Dominguez-Lorenzo (‡¢’¬π¬àÕÊ «à“ DL) ∂â“¡’®”π«π®√‘ß λ ∈∈∈∈∈

[0, 1)  ´÷Ëß ”À√—∫∑ÿ°Ê ‡´μ¬àÕ¬πŸπ·≈–°√–™—∫Õ¬à“ßÕàÕπ C ¢Õß

X ·≈– ”À√—∫∑ÿ°Ê ≈”¥—∫¡’¢Õ∫‡¢μ {x
n
} „π C ́ ÷Ëß‡ªìπª√°μ‘‡∑’¬∫°—∫

C ®–‰¥â«à“

πÕ°®“°π’È Dhompongsa ·≈–§≥–¬—ß‰¥âπ‘¬“¡ ¡∫—μ‘ D (property

D) ´÷Ëß‡ªìπ°“√«“ßπ—¬‚¥¬∑—Ë«‰ª¢Õß‡ß◊ËÕπ‰¢ DL ¥—ßπ’È

π‘¬“¡ 3.12. ª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§ X ®–‡√’¬°«à“¡’ ¡∫—μ‘ D ∂â“¡’®”π«π®√‘ß

λ ∈∈∈∈∈  [0, 1) ´÷Ëß ”À√—∫∑ÿ°Ê ‡´μ¬àÕ¬πŸπ·≈–°√–™—∫Õ¬à“ßÕàÕπ C

¢Õß X ·≈– ”À√—∫∑ÿ°Ê ≈”¥—∫¡’¢Õ∫‡¢μ {x
n
} „π C ́ ÷Ëß‡ªìπª√°μ‘

·≈–‡ªìπ‡™‘ß‡ âπ°”°—∫‡Õ°√Ÿª‡∑’¬∫°—∫ C ·≈– ”À√—∫∑ÿ°Ê ≈”¥—∫

,( ( ,{ })) (1 (1 )) ( ,{ })C n X nr A C x r C x

( ( ,{ })) ( ,{ })C n nr A C x r C x  
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{y
n
} ⊂ A(C, {x

n
}) ´÷Ëß‡ªìπª√°μ‘·≈–‡ªìπ‡™‘ß‡ âπ°”°—∫‡Õ°√Ÿª

‡∑’¬∫°—∫ C ®–‰¥â«à“

Dhompongsa ·≈–§≥–‰¥âæ‘ Ÿ®πå«à“∑ÿ°Ê ª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§∑’Ë¡’

 ¡∫—μ‘ D ®–¡’ ¡∫—μ‘®ÿ¥μ√÷ßÕ¬à“ßÕàÕπ ”À√—∫°“√ àßÀ≈“¬§à“

®“°º≈≈—æ∏å¥—ß°≈à“«∑”„Àâ “¡“√∂ √ÿª‰¥â«à“∑ÿ°Ê ª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§∑’Ë

 Õ¥§≈âÕß‡ß◊ËÕπ‰¢ DL ®–¡’ ¡∫—μ‘®ÿ¥μ√÷ßÕ¬à“ßÕàÕπ ”À√—∫°“√ àß

À≈“¬§à“¥â«¬‡™àπ°—π

„πªï §.». 2006 Garcia-Falset ·≈–§≥–‰¥âæ‘ Ÿ®πå«à“∑ÿ°Ê

ª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§‰¡à ’Ë‡À≈’Ë¬¡®—μÿ√— ‡Õ°√Ÿª (uniformly nonsquare)

¡’ ¡∫—μ‘®ÿ¥μ√÷ß ”À√—∫°“√ àß§à“‡¥’¬« ®÷ß¡’§”∂“¡μ“¡¡“∑—π∑’«à“

º≈≈—æ∏åπ’È “¡“√∂¢¬“¬‰ª¬—ß°“√ àßÀ≈“¬§à“‰¥âÀ√◊Õ‰¡à μàÕ¡“

Dhompongsa ·≈–§≥–‰¥âæ‘ Ÿ®πå¢âÕ§«“¡μàÕ‰ªπ’È

∑ƒ…Æ’∫∑ 3.13. ∂â“ X ‡ªìπª√‘¿Ÿ¡‘‰¡à ’Ë‡À≈’Ë¬¡®—μÿ√— ‡Õ°√Ÿª∑’Ë¡’ ¡∫—μ‘

WORTH ·≈â« X ®– Õ¥§≈âÕß‡ß◊ËÕπ‰¢ DL ´÷Ëß‡ªìπº≈∑”„Àâ X ¡’

 ¡∫—μ‘®ÿ¥μ√÷ß ”À√—∫°“√ àßÀ≈“¬§à“

( ( ,{ })) ( ,{ })C n nr A C y r C x  

À¡“¬‡Àμÿ ºŸâÕà“π “¡“√∂À“§«“¡À¡“¬¢Õß ¡∫—μ‘ WORTH

‰¥â„π (Dhompongsa et al., 2006)

®“°º≈≈—æ∏åπ’È¬—ß‰¡à “¡“√∂ √ÿª‰¥â«à“∑ÿ°Ê ª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§

‰¡à ’Ë‡À≈’Ë¬¡®—μÿ√— ‡Õ°√Ÿª¡’ ¡∫—μ‘®ÿ¥μ√÷ß ”À√—∫°“√ àßÀ≈“¬§à“

Õ¬à“ß‰√°Áμ“¡ S. Dhompongsa ·≈–§≥–‰¥âμ—Èßªí≠À“‰«â«à“

ªí≠À“ 3.14. ‡ß◊ËÕπ‰¢ X ‡ªìπª√‘¿Ÿ¡‘‰¡à ’Ë‡À≈’Ë¬¡®—μÿ√— ‡Õ°√Ÿª∑’Ë¡’ ¡∫—μ‘

WORTH „π∑ƒ…Æ’∫∑ 3.13  “¡“√∂‡ª≈’Ë¬π‡ªìπ

            À√◊Õ                       À√◊Õ‡ªìπ§à“Õ◊ËπÊ

∑’Ë¡“°°«à“π’È ‰¥âÀ√◊Õ‰¡à

„πªï §.». 2007 Dominguez ·≈– Gavira „Àâ¢âÕ —ß‡°μ

«à“ ¡∫—μ‘∑“ß‡√¢“§≥‘μ∑’Ë¡’º≈∑”„Àâª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§ X ¡’ ¡∫—μ‘

‚§√ß √â“ßª√°μ‘‡Õ°√ŸªÀ√◊Õ‚§√ß √â“ßª√°μ‘‡Õ°√ŸªÕ¬à“ßÕàÕπ

¡—°®– àßº≈„Àâ X ¡’ ¡∫—μ‘®ÿ¥μ√÷ß ”À√—∫°“√ àßÀ≈“¬§à“¥â«¬ ·≈–

‰¥â √ÿª§«“¡ —¡æ—π∏å¢Õß‡ß◊ËÕπ‰¢μà“ßÊ „πª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§‰«â¥—ß

·ºπ¿“æμàÕ‰ªπ’È

NJ

1 3
( )

2
C X  NJ

1 3
( )

2
C X  

1 5
( )

2
J X  

UN S w-UN S w-N S 

(1) 0
X

r  

1
( )

1X  (DL) 

(D) w-MFPP 

UN S w-UN S w-N S 

(1) 0
X

r   (D) 

(DL) 

πÕ°®“°π’È Dominguez ·≈– Gavira ¬—ß‰¥âæ‘ Ÿ®πå§«“¡ —¡æ—π∏å

     ”À√—∫∫“ß

®“°º≈≈—æ∏åπ’Èª√–°Õ∫°—∫·ºπ¿“æ¢â“ßμâπ∑”„Àâ “¡“√∂ √ÿª‰¥â

«à“∑ÿ°ª√‘¿Ÿ¡‘‡√’¬∫·∫∫‡Õ°√Ÿª¡’ ¡∫—μ‘®ÿ¥μ√÷ß ”À√—∫°“√ àßÀ≈“¬

§à“´÷Ëß‡ªìπ°“√μÕ∫§”∂“¡¢Õßªí≠À“ 3.8 «à“‡ªìπ®√‘ß

1 1
(0) ( )

2 1X X  (0,1)  
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( )
(0)

2X

M X
 

1
( ) : sup : 0

( , )
a

M X a
R a X

 

μàÕ¡“„πªï §.». 2008 Mazcunan-Navarro ‰¥âæ‘ Ÿ®πå

∑ƒ…Æ’∫∑∑’Ë ”§—≠ 2 ∑ƒ…Æ’∫∑¥—ßπ’È

∑ƒ…Æ’∫∑ 3.15. ∂â“ X ‡ªìπª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§´÷Ëß        ·≈â«

X ®–¡’‚§√ß √â“ßª√°μ‘ ‡¡◊ËÕ

‚¥¬∑’Ë

∑ƒ…Æ’∫∑ 3.16. ∂â“ X ‡ªìπª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§´÷Ëß

·≈â« X ®–¡’‚§√ß √â“ßª√°μ‘

πÕ°®“°π’È Mazcunan-Navarro ¬—ß‰¥âæ‘ Ÿ®πå§«“¡ —¡æ—π∏å

2 ¢âÕμàÕ‰ªπ’È

(1)

(2)

μàÕ¡“ Gavira (Gavira, 2008) ‰¥âæ‘ Ÿ®πå«à“‡ß◊ËÕπ‰¢„π

∑ƒ…Æ’∫∑ 3.15 ·≈– 3.16  àßº≈„Àâ X  Õ¥§≈âÕß‡ß◊ËÕπ‰¢ DL ¥—ßπ’È

∑ƒ…Æ’∫∑ 3.17. ∂â“ X ‡ªìπª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§´÷Ëß

·≈â« X ®– Õ¥§≈âÕß‡ß◊ËÕπ‰¢ DL

∑ƒ…Æ’∫∑ 3.18. ∂â“ X ‡ªìπª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§´÷Ëß

·≈â« X ®– Õ¥§≈âÕß‡ß◊ËÕπ‰¢ DL

®“°§«“¡ —¡æ—π∏å„π¢âÕ (1) ·≈– (2) ª√–°Õ∫°—∫º≈≈—æ∏å

„π∑ƒ…Æ’∫∑ 3.17 ·≈– 3.18 ∑”„Àâ √ÿª‰¥â«à“ª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§ X ∑’Ë¡’

         À√◊Õ  ®– Õ¥§≈âÕß‡ß◊ËÕπ‰¢ DL

´÷Ëß‡ªìπ°“√μÕ∫§”∂“¡¢Õßªí≠À“ 3.14 «à“‡ªìπ®√‘ß

Õ¬à“ß‰√°Áμ“¡„πªí®®ÿ∫—π¬—ß¡’ªí≠À“‡ªî¥Õ’°¡“°¡“¬‡°’Ë¬«°—∫

∑ƒ…Æ’∫∑®ÿ¥μ√÷ß ”À√—∫°“√ àßÀ≈“¬§à“ ºŸâ‡¢’¬π‰¥â√«∫√«¡‡©æ“–

ªí≠À“∑’Ë ”§—≠·≈–π—°§≥‘μ»“ μ√å„πªí®®ÿ∫—π„Àâ§«“¡ π„®‰«â¥—ßπ’

ªí≠À“ 3.19. ª√‘¿Ÿ¡‘‰¡à ’Ë‡À≈’Ë¬¡®—μÿ√— ‡Õ°√Ÿª¡’ ¡∫—μ‘®ÿ¥μ√÷ß ”À√—∫

°“√ àßÀ≈“¬§à“À√◊Õ‰¡à °≈à“«Õ’°π—¬Àπ÷Ëß§◊Õ ∂â“ C
NJ
(X) < 2 À√◊Õ

J(X) < 2 ·≈â« X ¡’ MFPP À√◊Õ‰¡à

ªí≠À“ 3.20. ª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§∑’Ë¡’ ‚§√ß √â“ßª√°μ‘‡Õ°√Ÿª¡’ ¡∫—μ‘

®ÿ¥μ√÷ß ”À√—∫°“√ àßÀ≈“¬§à“À√◊Õ‰¡à

( , ) : sup liminf || || : || || ,n Xn
R a X x x x a B

{ } 0, limsup limsup || || 1w
n n m

n m
x x x  

1
( ) 1

(1, )
J X

R X
 

NJ NJ NJ2

1 3 1
( ) ( ) 1 ( )

2 ( )
C X C X C X

J X
2( ) ( )

1 (0)
4 2X

M X M X
 

1 5 1
( ) ( ) 1

2 (1, )
J X J X

R X
 

( )
(0)

2X

M X
 

1
( ) 1

(1, )
J X

R X
 

NJ

1 3
( )

2
C X  

1 5
( )

2
J X  

ªí≠À“ 3.21. „πªï 1997 Prus ‰¥âπ‘¬“¡ª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§‰¡à¬—∫·∫∫

‡Õ°√Ÿª (uniformly noncreasy) ·≈–‰¥âæ‘ Ÿ®πå«à“∑ÿ°Ê ª√‘¿Ÿ¡‘‰¡à¬—∫

·∫∫‡Õ°√Ÿª¡’ ¡∫—μ‘®ÿ¥μ√÷ß ”À√—∫°“√ àß§à“‡¥’¬« ªí≠À“°Á§◊Õª√‘¿Ÿ¡‘

‰¡à¬—∫·∫∫‡Õ°√Ÿª¡’ ¡∫—μ‘®ÿ¥μ√÷ß ”À√—∫°“√ àßÀ≈“¬§à“À√◊Õ‰¡à

ªí≠À“ 3.22. ‡ªìπ∑’Ë∑√“∫°—π¥’«à“∂â“ª√‘¿Ÿ¡‘∫“π“§ X ¡’ ¡∫—μ‘

®ÿ¥μ√÷ß ”À√—∫°“√ àßÀ≈“¬§à“·≈â« X ®–¡’ ¡∫—μ‘®ÿ¥μ√÷ß ”À√—∫

°“√ àß§à“‡¥’¬« ªí≠À“°Á§◊Õ∫∑°≈—∫¢Õß¢âÕ§«“¡¥—ß°≈à“«‡ªìπ®√‘ß

À√◊Õ‰¡à

 ”À√—∫ªí≠À“Õ◊Ëπ À“°ºŸâÕà“π π„® “¡“√∂»÷°…“‡æ‘Ë¡‡μ‘¡

‰¥â®“°∫∑§«“¡¢Õß Xu (Xu, 2000)

°‘μμ‘°√√¡ª√–°“»
ºŸâ‡¢’¬π¢Õ¢Õ∫æ√–§ÿ≥ »“ μ√“®“√¬å ¥√.  ¡æß…å  ∏√√¡æß…“,

»“ μ√“®“√¬å ¥√.  ÿ‡∑æ   «π„μâ, »“ μ√“®“√¬å ¥√. ¡¬»

æ≈—∫‡∑’Ë¬ß ·≈–ºŸâ™à«¬»“ μ√“®“√¬å ¥√. Õ√√∂æ≈  ·°â«¢“«  ”À√—∫

§”·π–π”∑’Ë‡ªìπª√–‚¬™πå·≈–¢âÕ§‘¥¥’Ê „π°“√‡¢’¬π∫∑§«“¡§√—Èßπ’È
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