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บทคัดย่อ 

		  บทความนี้มีวัตถุประสงค์หลักเพื่อเรียบเรียงถึงทฤษฎีบทการมีจุดตรึงของฟังก์ชันแบบไม่ขยายหลายค่าซึ่งเกี่ยวข้องกับ 

สัมประสิทธิ์ทางเรขาคณิตของปริภูมิบานาค โดยเฉพาะอย่างยิ่ง ค่าคงที่เจมส์ และค่าคงที่จอร์แดน- วอน นอยมันน์ 

คำสำคัญ : ฟังก์ชันแบบไม่ขยายหลายค่า   สมบัติเวอร์ธ   ความไม่จัตุรัสเอกรูป   ค่าคงที่เจมส์   ค่าคงที่จอร์แดน-วอน นอยมันน ์

Abstract 

		  The main purpose of this article is to review some existence theorems of fixed points of nonexpan-

sive multivalued mappings related to some geometric coefficients of a Banach space, in particular, the James 

constant and the Jordan - von Neumann constant.
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บทนำ 

	 ให้ X เป็นปริภูมิบานาค (Banach space) และ 

	 FB(X) แทนวงศ์ของเซตย่อยปิดของ X ที่มีขอบเขต 

และไม่เป็นเซตว่าง

	 KC(X) แทนวงศ์ของเซตย่อยคอนเวกซ์กระชับของ X 
ที่ไม่เป็นเซตว่าง

	 กำหนดให้ H(.,.) แทนระยะทางเฮาส์ดอร์ฟ (Hausdorff 
distance) บน FB(X) นั่นคือ 
						          สำหรับ 

ทุก              โดยที่  				     คือ

ระยะทางจากจุด       ไปยังเซต  

	 ให้ E เป็นเซตย่อยปิดของ X จะกล่าวว่า 
เป็นคอนแทรคชัน (contraction) ถ้ามีค่าคงที่        ซึ่งทำให้              

                        สำหรับทุก                (1)

	 ถ้า (1) เป็นจริงเมื่อ      แล้วจะเรียก T ว่าเป็นฟังก์ชัน 
แบบไม่ขยายหลายค่า (mutivalued nonexpansive mapping)  

และจะกล่าวว่าจุด x เป็นจุดตรึง (fixed point) สำหรับ T ถ้า 
   

	 ให้         เราจะกล่าวว่า t เป็นฟังก์ชันแบบไม่ขยาย 

ค่าเดียว (single-valued nonexpansive mapping) ถ้า 

                        สำหรับทุก          

และเรียกจุด x ว่าเป็นจุดตรึงสำหรับ t ถ้า tx = x 

	 ปญัหาทฤษฎบีทจดุตรงึทีน่า่สนใจปญัหาหนึง่คอื การขยาย 

การมีจุดตรึงของฟังก์ชันแบบไม่ขยายค่าเดียวไปยังฟังก์ชันแบบ 

ไมข่ยายหลายคา่ในปรภิมูบิานาค ไดม้นีกัวจิยัหลายทา่นศกึษาการ

มีจุดตรึงสำหรับฟังก์ชันแบบไม่ขยายหลายค่าในปริภูมิต่างๆ เช่น 

ปริภูมิเมตริกบริบูรณ์ (complete metric spaces) โดย Na-

dler ในปี 1969 ปริภูมิบานาคคอนเวกซ์แบบเอกรูป (uniformly 

convex Banach spaces) โดย Lim ในปี 1974 จากการ 

ศึกษางานวิจัยในปริภูมิดังกล่าวจึงทำให้เกิดข้อปัญหาที่น่าสนใจ 

ที่จะศึกษาการมีจุดตรึงสำหรับฟังก์ชันแบบไม่ขยายหลายค่าใน 

ปริภูมิบานาคอื่นๆ 

นิยามและความรู้พื้นฐาน
	 ปี 1969 Nadler (Nadler, 1969) ได้ศึกษาและขยาย 

ทฤษฎบีทหลกัคอนแทรคชนัของบานาค (Banach’s contraction  

principle) สำหรบัฟงักช์นัแบบไมข่ยายคา่เดยีวไปยงัฟงักช์นัแบบ 

ไม่ขยายหลายค่าในปริภูมิเมตริกบริบูรณ์ ต่อมา ในปี 1974 Lim 

(Lim, 1974) ได้ศึกษาในปริภูมินานาคคอนเวกซ์แบบเอกรูป 

หลังจากนั้นได้มีผู้วิจัยหลายท่านได้ศึกษาและขยายทฤษฎีบท 

จุดตรึงสำหรับฟังก์ชันแบบไม่ขยายค่าเดียวไปยังฟังก์ชันแบบ 

ไม่ขยายหลายค่าในปริภูมิบานาคอื่นๆ  

	 ในป ี1974 Lim ไดใ้ชแ้นวคดิของศนูยก์ลางเชงิเส้นกำกบั 

(asymptotic center) เพือ่พสิจูนท์ฤษฎบีทจดุตรงึสำหรบัฟงักช์นั 

แบบไม่ขยายหลายค่าในปริภูมิบานาคคอนเวกซ์แบบเอกรูป 

(ดูบทนิยาม 3)

บทนิยาม 1 ให้ E เป็นเซตย่อยคอนเวกซ์ ปิด มีขอบเขตที่ไม่เป็น 
เซตว่างของปริภูมิบานาค X และ     เป็นลำดับที่มีขอบเขตใน   

X เราใช้สัญลักษณ์         และ          แทนรัศมีเชิง 

เส้นกำกับ (asymptotic radius) และศูนย์กลางเชิงเส้นกำกับ  

(asymptotic center) ของ      ใน E ตามลำดับ นิยามโดย
			    			 

     

	 ถ้า E เป็นเซตคอนเวกซ์กระชับแบบอ่อนที่ไม่เป็นเซตว่าง 
แล้ว       จะเป็นเซตคอนเวกซ์กระชับแบบอ่อนที่ไม่เป็น 

เซตว่างด้วยเช่นเดียวกัน (Goebel & Kirk, 1990)

บทนิยาม 2 ให้ E เป็นเซตย่อยคอนเวกซ์ ปิด มีขอบเขตที่ไม่เป็น 
เซตว่างของปริภูมิบานาค X และ     เป็น ลำดับที่มีขอบเขตใน 

X เรียก      ว่าลำดับปรกติสัมพันธ์กับ E (regular sequence 
relative to E) ถ้า                          สำหรับทุกลำดับย่อย 
ของ    และเรียก    ว่าลำดับเอกรูปเชิงเส้นกำกับสัมพันธ์ 

กับ E (asymptotically uniform sequence relative to E) ถ้า                       
                     สำหรับทุกลำดับย่อย      ของ   

บทนิยาม 3 ให้ X เป็นปริภูมิบานาค จะกล่าวว่า X เป็นปริภูมิ 
คอนเวกซแ์บบเอกรปู (uniformly convex space) ถา้สำหรบัทกุๆ   

ε > 0 จะมี δ > 0 ซึ่งทำให้ 

				     

สำหรับทุก         ซึ่ง    	 และ  


( , ) max{sup

a A
H A B


 dist ( , ), sup

b B
a B


dist ( , )}b A      , ( )A B FB X

dist ( , )x C inf { : }  x y y C  x X C X 
 E  X  : ( )T E FB X 

 [0,1)k 
          ( , )H Tx Ty k x y   ,x y E    

   
  1k T 
 x T  x Tx 
  :t E X  t 


tx ty x y    ,x y E 
 x  t  tx x 

  
 



















( , ) max{sup

a A
H A B


 dist ( , ), sup

b B
a B


dist ( , )}b A      , ( )A B FB X

dist ( , )x C inf { : }  x y y C  x X C X 
 E  X  : ( )T E FB X 

 [0,1)k 
          ( , )H Tx Ty k x y   ,x y E    

   
  1k T 
 x T  x Tx 
  :t E X  t 


tx ty x y    ,x y E 
 x  t  tx x 

  
 



















( , ) max{sup

a A
H A B


 dist ( , ), sup

b B
a B


dist ( , )}b A      , ( )A B FB X

dist ( , )x C inf { : }  x y y C  x X C X 
 E  X  : ( )T E FB X 

 [0,1)k 
          ( , )H Tx Ty k x y   ,x y E    

   
  1k T 
 x T  x Tx 
  :t E X  t 


tx ty x y    ,x y E 
 x  t  tx x 

  
 
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
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


( , ) max{sup

a A
H A B


 dist ( , ), sup

b B
a B


dist ( , )}b A      , ( )A B FB X

dist ( , )x C inf { : }  x y y C  x X C X 
 E  X  : ( )T E FB X 

 [0,1)k 
          ( , )H Tx Ty k x y   ,x y E    

   
  1k T 
 x T  x Tx 
  :t E X  t 


tx ty x y    ,x y E 
 x  t  tx x 

  
 
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

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


( , ) max{sup

a A
H A B


 dist ( , ), sup

b B
a B


dist ( , )}b A      , ( )A B FB X

dist ( , )x C inf { : }  x y y C  x X C X 
 E  X  : ( )T E FB X 

 [0,1)k 
          ( , )H Tx Ty k x y   ,x y E    

   
  1k T 
 x T  x Tx 
  :t E X  t 


tx ty x y    ,x y E 
 x  t  tx x 

  
 



















( , ) max{sup

a A
H A B


 dist ( , ), sup

b B
a B


dist ( , )}b A      , ( )A B FB X

dist ( , )x C inf { : }  x y y C  x X C X 
 E  X  : ( )T E FB X 

 [0,1)k 
          ( , )H Tx Ty k x y   ,x y E    

   
  1k T 
 x T  x Tx 
  :t E X  t 


tx ty x y    ,x y E 
 x  t  tx x 

  
 



















( , ) max{sup

a A
H A B


 dist ( , ), sup

b B
a B


dist ( , )}b A      , ( )A B FB X

dist ( , )x C inf { : }  x y y C  x X C X 
 E  X  : ( )T E FB X 

 [0,1)k 
          ( , )H Tx Ty k x y   ,x y E    

   
  1k T 
 x T  x Tx 
  :t E X  t 


tx ty x y    ,x y E 
 x  t  tx x 

  
 



















( , ) max{sup

a A
H A B


 dist ( , ), sup

b B
a B


dist ( , )}b A      , ( )A B FB X

dist ( , )x C inf { : }  x y y C  x X C X 
 E  X  : ( )T E FB X 

 [0,1)k 
          ( , )H Tx Ty k x y   ,x y E    

   
  1k T 
 x T  x Tx 
  :t E X  t 


tx ty x y    ,x y E 
 x  t  tx x 

  
 



















( , ) max{sup

a A
H A B


 dist ( , ), sup

b B
a B


dist ( , )}b A      , ( )A B FB X

dist ( , )x C inf { : }  x y y C  x X C X 
 E  X  : ( )T E FB X 

 [0,1)k 
          ( , )H Tx Ty k x y   ,x y E    

   
  1k T 
 x T  x Tx 
  :t E X  t 


tx ty x y    ,x y E 
 x  t  tx x 

  
 



















( , ) max{sup

a A
H A B


 dist ( , ), sup

b B
a B


dist ( , )}b A      , ( )A B FB X

dist ( , )x C inf { : }  x y y C  x X C X 
 E  X  : ( )T E FB X 

 [0,1)k 
          ( , )H Tx Ty k x y   ,x y E    

   
  1k T 
 x T  x Tx 
  :t E X  t 


tx ty x y    ,x y E 
 x  t  tx x 

  
 



















( , ) max{sup

a A
H A B


 dist ( , ), sup

b B
a B


dist ( , )}b A      , ( )A B FB X

dist ( , )x C inf { : }  x y y C  x X C X 
 E  X  : ( )T E FB X 

 [0,1)k 
          ( , )H Tx Ty k x y   ,x y E    

   
  1k T 
 x T  x Tx 
  :t E X  t 


tx ty x y    ,x y E 
 x  t  tx x 

  
 



















( , ) max{sup

a A
H A B


 dist ( , ), sup

b B
a B


dist ( , )}b A      , ( )A B FB X

dist ( , )x C inf { : }  x y y C  x X C X 
 E  X  : ( )T E FB X 

 [0,1)k 
          ( , )H Tx Ty k x y   ,x y E    

   
  1k T 
 x T  x Tx 
  :t E X  t 


tx ty x y    ,x y E 
 x  t  tx x 

  
 



















( , ) max{sup

a A
H A B


 dist ( , ), sup

b B
a B


dist ( , )}b A      , ( )A B FB X

dist ( , )x C inf { : }  x y y C  x X C X 
 E  X  : ( )T E FB X 

 [0,1)k 
          ( , )H Tx Ty k x y   ,x y E    

   
  1k T 
 x T  x Tx 
  :t E X  t 


tx ty x y    ,x y E 
 x  t  tx x 

  
 



















( , ) max{sup

a A
H A B


 dist ( , ), sup

b B
a B


dist ( , )}b A      , ( )A B FB X

dist ( , )x C inf { : }  x y y C  x X C X 
 E  X  : ( )T E FB X 

 [0,1)k 
          ( , )H Tx Ty k x y   ,x y E    

   
  1k T 
 x T  x Tx 
  :t E X  t 


tx ty x y    ,x y E 
 x  t  tx x 

  
 



















 E  X { }nx 
 X  ( , { })nr E x  ( , { })nA E x 
{ }nx  E 
   ( , { }) inf {limsup : }n n

n
r E x x x x E

 
       

   ( , { }) { : limsup ( , { })}n n n
n

A E x x E x x r E x


   

 E  ( , { })nA E x 


 E  X { }nx 
 X { }nx    E   ( E )

( ,{ }) ( ,{ })
in nr E x r E x  }{

inx  }{ nx { }nx 
 E  E  ( ,{ }) ( ,{ })

in nA E x A E x 
 }{

inx  }{ nx 

 X  X 
 0  0 
    

 1
2

yx 

 Xyx ,  1 yx   yx 



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 Xyx ,  1 yx   yx 



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 X  X 
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 Xyx ,  1 yx   yx 







 X  A  X 

( ) sup{ 0 :A   { }nx  A sep ({ }) }nx  
 sep ({ }) inf { : }n n mx x x n m   
 A  A 
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
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yx 

 Xyx ,  1 yx   yx 






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 sep ({ }) inf { : }n n mx x x n m   
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{ }nx  E 
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r E x x x x E
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 E  ( , { })nA E x 


 E  X { }nx 
 X { }nx    E   ( E )

( ,{ }) ( ,{ })
in nr E x r E x  }{

inx  }{ nx { }nx 
 E  E  ( ,{ }) ( ,{ })

in nA E x A E x 
 }{

inx  }{ nx 
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 X  X 
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yx 

 Xyx ,  1 yx   yx 







 X  A  X 
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{ }nx  E 
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 E  ( , { })nA E x 


 E  X { }nx 
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in nr E x r E x  }{

inx  }{ nx { }nx 
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in nA E x A E x 
 }{

inx  }{ nx 

 X  X 
 0  0 
    

 1
2

yx 

 Xyx ,  1 yx   yx 







 X  A  X 

( ) sup{ 0 :A   { }nx  A sep ({ }) }nx  
 sep ({ }) inf { : }n n mx x x n m   
 A  A 


 E  X { }nx 
 X  ( , { })nr E x  ( , { })nA E x 
{ }nx  E 
   ( , { }) inf {limsup : }n n

n
r E x x x x E

 
       

   ( , { }) { : limsup ( , { })}n n n
n

A E x x E x x r E x


   

 E  ( , { })nA E x 


 E  X { }nx 
 X { }nx    E   ( E )

( ,{ }) ( ,{ })
in nr E x r E x  }{

inx  }{ nx { }nx 
 E  E  ( ,{ }) ( ,{ })

in nA E x A E x 
 }{

inx  }{ nx 

 X  X 
 0  0 
    

 1
2

yx 

 Xyx ,  1 yx   yx 







 X  A  X 

( ) sup{ 0 :A   { }nx  A sep ({ }) }nx  
 sep ({ }) inf { : }n n mx x x n m   
 A  A 


 E  X { }nx 
 X  ( , { })nr E x  ( , { })nA E x 
{ }nx  E 
   ( , { }) inf {limsup : }n n

n
r E x x x x E

 
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   ( , { }) { : limsup ( , { })}n n n
n

A E x x E x x r E x
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   

 E  ( , { })nA E x 


 E  X { }nx 
 X { }nx    E   ( E )

( ,{ }) ( ,{ })
in nr E x r E x  }{

inx  }{ nx { }nx 
 E  E  ( ,{ }) ( ,{ })

in nA E x A E x 
 }{

inx  }{ nx 

 X  X 
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 Xyx ,  1 yx   yx 




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 E  E  ( ,{ }) ( ,{ })

in nA E x A E x 
 }{
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 Xyx ,  1 yx   yx 




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
 E  X { }nx 
 X { }nx    E   ( E )

( ,{ }) ( ,{ })
in nr E x r E x  }{

inx  }{ nx { }nx 
 E  E  ( ,{ }) ( ,{ })

in nA E x A E x 
 }{

inx  }{ nx 

 X  X 
 0  0 
    

 1
2

yx 

 Xyx ,  1 yx   yx 







 X  A  X 

( ) sup{ 0 :A   { }nx  A sep ({ }) }nx  
 sep ({ }) inf { : }n n mx x x n m   
 A  A 


 E  X { }nx 
 X  ( , { })nr E x  ( , { })nA E x 
{ }nx  E 
   ( , { }) inf {limsup : }n n

n
r E x x x x E

 
       

   ( , { }) { : limsup ( , { })}n n n
n

A E x x E x x r E x


   

 E  ( , { })nA E x 


 E  X { }nx 
 X { }nx    E   ( E )

( ,{ }) ( ,{ })
in nr E x r E x  }{

inx  }{ nx { }nx 
 E  E  ( ,{ }) ( ,{ })

in nA E x A E x 
 }{

inx  }{ nx 

 X  X 
 0  0 
    

 1
2

yx 

 Xyx ,  1 yx   yx 







 X  A  X 

( ) sup{ 0 :A   { }nx  A sep ({ }) }nx  
 sep ({ }) inf { : }n n mx x x n m   
 A  A 
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 Xyx ,  1 yx   yx 
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

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

 X  A  X 

( ) sup{ 0 :A   { }nx  A sep ({ }) }nx  
 sep ({ }) inf { : }n n mx x x n m   
 A  A 


 E  X { }nx 
 X  ( , { })nr E x  ( , { })nA E x 
{ }nx  E 
   ( , { }) inf {limsup : }n n

n
r E x x x x E

 
       

   ( , { }) { : limsup ( , { })}n n n
n

A E x x E x x r E x


   

 E  ( , { })nA E x 


 E  X { }nx 
 X { }nx    E   ( E )

( ,{ }) ( ,{ })
in nr E x r E x  }{

inx  }{ nx { }nx 
 E  E  ( ,{ }) ( ,{ })

in nA E x A E x 
 }{

inx  }{ nx 

 X  X 
 0  0 
    

 1
2

yx 

 Xyx ,  1 yx   yx 



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 sep ({ }) inf { : }n n mx x x n m   
 A  A 


 E  X { }nx 
 X  ( , { })nr E x  ( , { })nA E x 
{ }nx  E 
   ( , { }) inf {limsup : }n n

n
r E x x x x E

 
       

   ( , { }) { : limsup ( , { })}n n n
n

A E x x E x x r E x


   

 E  ( , { })nA E x 


 E  X { }nx 
 X { }nx    E   ( E )

( ,{ }) ( ,{ })
in nr E x r E x  }{

inx  }{ nx { }nx 
 E  E  ( ,{ }) ( ,{ })

in nA E x A E x 
 }{

inx  }{ nx 

 X  X 
 0  0 
    

 1
2

yx 
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in nr E x r E x  }{

inx  }{ nx { }nx 
 E  E  ( ,{ }) ( ,{ })

in nA E x A E x 
 }{

inx  }{ nx 

 X  X 
 0  0 
    

 1
2

yx 

 Xyx ,  1 yx   yx 







 X  A  X 

( ) sup{ 0 :A   { }nx  A sep ({ }) }nx  
 sep ({ }) inf { : }n n mx x x n m   
 A  A 


 E  X { }nx 
 X  ( , { })nr E x  ( , { })nA E x 
{ }nx  E 
   ( , { }) inf {limsup : }n n

n
r E x x x x E

 
       

   ( , { }) { : limsup ( , { })}n n n
n

A E x x E x x r E x


   

 E  ( , { })nA E x 


 E  X { }nx 
 X { }nx    E   ( E )

( ,{ }) ( ,{ })
in nr E x r E x  }{

inx  }{ nx { }nx 
 E  E  ( ,{ }) ( ,{ })

in nA E x A E x 
 }{

inx  }{ nx 

 X  X 
 0  0 
    

 1
2

yx 

 Xyx ,  1 yx   yx 







 X  A  X 

( ) sup{ 0 :A   { }nx  A sep ({ }) }nx  
 sep ({ }) inf { : }n n mx x x n m   
 A  A 


 E  X { }nx 
 X  ( , { })nr E x  ( , { })nA E x 
{ }nx  E 
   ( , { }) inf {limsup : }n n

n
r E x x x x E

 
       

   ( , { }) { : limsup ( , { })}n n n
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A E x x E x x r E x
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   

 E  ( , { })nA E x 


 E  X { }nx 
 X { }nx    E   ( E )

( ,{ }) ( ,{ })
in nr E x r E x  }{

inx  }{ nx { }nx 
 E  E  ( ,{ }) ( ,{ })

in nA E x A E x 
 }{

inx  }{ nx 

 X  X 
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    

 1
2

yx 

 Xyx ,  1 yx   yx 







 X  A  X 

( ) sup{ 0 :A   { }nx  A sep ({ }) }nx  
 sep ({ }) inf { : }n n mx x x n m   
 A  A 


 E  X { }nx 
 X  ( , { })nr E x  ( , { })nA E x 
{ }nx  E 
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 E  ( , { })nA E x 


 E  X { }nx 
 X { }nx    E   ( E )
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in nr E x r E x  }{

inx  }{ nx { }nx 
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in nA E x A E x 
 }{

inx  }{ nx 

 X  X 
 0  0 
    

 1
2

yx 

 Xyx ,  1 yx   yx 







 X  A  X 

( ) sup{ 0 :A   { }nx  A sep ({ }) }nx  
 sep ({ }) inf { : }n n mx x x n m   
 A  A 
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	 ในปี 1990 Kirk และ Massa (Kirk & Massa, 1990) 

ได้ขยายงานวิจัยของ Lim โดยกำหนดเงื่อนไขว่าศูนย์กลาง 

เชิงเส้นกำกับของลำดับที่มีขอบเขตในเซตย่อยคอนเวกซ์ ปิด 

มีขอบเขตของปริภูมิบานาค ไม่เป็นเซตว่างและเป็นเซตกระชับ 

ภายใตส้มมตฐิานดงักลา่ว ปรภิูมบิานาคจะมสีมบตัจิดุตรงึสำหรบั 

ฟังก์ชันแบบไม่ขยายหลายค่า (Kirk & Massa, 1990)  

บทนิยาม 4 ให้ X เป็นปริภูมิบานาค และ A เป็นเซตย่อยม ี

ขอบเขตที่ไม่เป็นเซตว่างของ X เรียก

	                มีบาง     ใน A ซึ่ง  

โดยที่ 

ว่าการวัดการแยกกันของความไม่กระชับของ A (separation 

measure of noncompactness of A) และเรียก 

  					       และ  

ว่าการวัดเฮาส์ดอร์ฟของความไม่กระชับของ A (Hausdorff 

measure of noncompactness of A) 

บทนิยาม 5 เรียกฟังก์ชัน          ว่า 1-φ-คอนแทรคทีฟ 
(1-φ-contractive) เมือ่ φ = β หรอื φ = χ ถา้สำหรบัทกุเซตยอ่ย 
มีขอบเขต A ของ E ซึ่ง φ (A)>0 จะได้ว่า 

 

โดยที่ 2x แทนวงศ์ของเซตย่อยของ X และ 

บทนิยาม 6 ให้ X เป็นปริภูมิบานาค และ φ = β หรือ φ = χ 
มอดุลัสของความคอนเวกซ์แบบไม่กระชับที่สอดคล้องกับ φ 
(modulus of noncompact convexity associated to φ)   

นิยามโดย                   เป็น เซต 

คอนเวกซ์ที่           เมื่อ BX คือบอลปิดหนึ่งหน่วยใน X

	 ลักษณะเฉพาะของความคอนเวกซ์แบบไม่กระชับของ 

X (characteristic of noncompact convexity of X)  

ที่สอดคล้องกับ φ นิยามโดย

			    

ความสัมพันธ์ของมอดุลัสข้างต้นคือ    			 

ดังนั้น	               (Ayerbe et al., 1997)


 E  X { }nx 
 X  ( , { })nr E x  ( , { })nA E x 
{ }nx  E 
   ( , { }) inf {limsup : }n n

n
r E x x x x E

 
       

   ( , { }) { : limsup ( , { })}n n n
n

A E x x E x x r E x


   

 E  ( , { })nA E x 


 E  X { }nx 
 X { }nx    E   ( E )

( ,{ }) ( ,{ })
in nr E x r E x  }{

inx  }{ nx { }nx 
 E  E  ( ,{ }) ( ,{ })

in nA E x A E x 
 }{

inx  }{ nx 

 X  X 
 0  0 
    

 1
2

yx 

 Xyx ,  1 yx   yx 







 X  A  X 

( ) sup{ 0 :A   { }nx  A sep ({ }) }nx  
 sep ({ }) inf { : }n n mx x x n m   
 A  A 


 E  X { }nx 
 X  ( , { })nr E x  ( , { })nA E x 
{ }nx  E 
   ( , { }) inf {limsup : }n n

n
r E x x x x E

 
       

   ( , { }) { : limsup ( , { })}n n n
n

A E x x E x x r E x


   

 E  ( , { })nA E x 


 E  X { }nx 
 X { }nx    E   ( E )

( ,{ }) ( ,{ })
in nr E x r E x  }{

inx  }{ nx { }nx 
 E  E  ( ,{ }) ( ,{ })

in nA E x A E x 
 }{

inx  }{ nx 

 X  X 
 0  0 
    

 1
2

yx 

 Xyx ,  1 yx   yx 







 X  A  X 

( ) sup{ 0 :A   { }nx  A sep ({ }) }nx  
 sep ({ }) inf { : }n n mx x x n m   
 A  A 


 E  X { }nx 
 X  ( , { })nr E x  ( , { })nA E x 
{ }nx  E 
   ( , { }) inf {limsup : }n n

n
r E x x x x E

 
       

   ( , { }) { : limsup ( , { })}n n n
n

A E x x E x x r E x


   

 E  ( , { })nA E x 


 E  X { }nx 
 X { }nx    E   ( E )

( ,{ }) ( ,{ })
in nr E x r E x  }{

inx  }{ nx { }nx 
 E  E  ( ,{ }) ( ,{ })

in nA E x A E x 
 }{

inx  }{ nx 

 X  X 
 0  0 
    

 1
2

yx 

 Xyx ,  1 yx   yx 







 X  A  X 

( ) sup{ 0 :A   { }nx  A sep ({ }) }nx  
 sep ({ }) inf { : }n n mx x x n m   
 A  A 


 E  X { }nx 
 X  ( , { })nr E x  ( , { })nA E x 
{ }nx  E 
   ( , { }) inf {limsup : }n n

n
r E x x x x E

 
       

   ( , { }) { : limsup ( , { })}n n n
n

A E x x E x x r E x


   

 E  ( , { })nA E x 


 E  X { }nx 
 X { }nx    E   ( E )

( ,{ }) ( ,{ })
in nr E x r E x  }{

inx  }{ nx { }nx 
 E  E  ( ,{ }) ( ,{ })

in nA E x A E x 
 }{

inx  }{ nx 

 X  X 
 0  0 
    

 1
2

yx 

 Xyx ,  1 yx   yx 







 X  A  X 

( ) sup{ 0 :A   { }nx  A sep ({ }) }nx  
 sep ({ }) inf { : }n n mx x x n m   
 A  A 

บทนิยาม 7 ให้ E เป็นเซตย่อยปิดที่ไม่เป็นเซตว่างของปริภูมิ 

บานาค X นิยามเซตชี้เข้า (inward set) ของ E ที่จุด       ดังนี้ 

			    

ในกรณีที่ E เป็นเซตย่อยคอนเวกซ์ ปิด ที่ไม่เป็นเซตว่างของ 

ปริภูมิบานาค X จะได้ว่า 

			    

จะกล่าวว่า           เป็นฟังก์ชันชี้เข้า (inward function)  

บน E ถ้า           สำหรับทุก    

และกล่าวว่า       เป็นฟังก์ชันชี้เข้าแบบอ่อน (weakly  

inward) บน E ถ้า            สำหรับทุก    

บทนิยาม 8 ให้ C เป็นเซตย่อยที่มีขอบเขตของ X รัศมีเชบิเชฟ 

(Chebyshev radius) ของ C ซึ่งสัมพันธ์กับ E คือ

				     	

โดยที่   

	 ในปี 2004 Dominguez และ Lorenzo ได้พิสูจน์ 

ทฤษฎีบทจุดตรึงของฟังก์ชันแบบไม่ขยายหลายค่าที่เป็น 1-χ- 
คอนแทรคทีฟ  และสอดคล้องกับเงื่อนไขความชี้เข้า (inward-

ness) โดยศึกษาความสัมพันธ์ระหว่าง รัศมีเชบิเชฟ ของ 

ศนูยก์ลางเชงิเสน้กำกบัของลำดบัทีม่ขีอบเขตในเซตยอ่ยคอนเวกซ ์

ปิดซึ่งมีขอบเขต และมอดุลัสของความคอนเวกซ์แบบไม่กระชับ

ของปริภูมิบานาคดังนี้

 

ทฤษฎีบท 9 (Dominguez & Lorenzo, 2004) ให้ X   

เป็นปริภูมิบานาคสะท้อน และ E เป็นเซตย่อยคอนเวกซ์ ปิดที่ 
ไม่เป็นเซตว่างของ X สมมติว่า    เป็นลำดับที่มีขอบเขตใน 

E ซึ่งเป็นลำดับปรกติสัมพันธ์กับ E จะได้ว่า
 

	 โดยการประยุกต์ใช้ทฤษฎีบทข้างต้น จะได้ว่าทุกฟังก์ชัน 

แบบไม่ขยายหลายค่าที่เป็น 1-χ- คอนแทรคทีฟ และสอดคล้อง 
กับเงื่อนไขความชี้เข้าจะมีจุดตรึง (Dominguez & Lorenzo, 

2004)  กล่าวคือ

ทฤษฎีบท 10  ให้ X เป็นปริภูมิบานาคที่            และ E 
เป็นเซตย่อยแยกกันได้ คอนเวกซ์ ปิด มีขอบเขตที่ไม่เป็นเซตว่าง 



1
( ) inf { 0: ( , )

n

ii
A d A B x d


    }ix X 

 A  A 

 : 2 XT E    1  1     
   A  E  ( ) 0A  

( ( )) ( )T A A  
 2X  X  ( )

x A
T A Tx


  


   X          
  

 1{inf)(, X  XBAA :),0(  })(  A 
 XB  X 


 X 
X )   
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x E 

   ( ) { ( ): 1, }EI x x y x y E      
 E  X 
   ( ) { ( ): 0, }EI x x y x y E      
 : 2 XT E  E  ( ) ETx I x  x E 
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   A  E  ( ) 0A  
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 )()( XX    

 E  X  E 
x E 

   ( ) { ( ): 1, }EI x x y x y E      
 E  X 
   ( ) { ( ): 0, }EI x x y x y E      
 : 2 XT E  E  ( ) ETx I x  x E 
 : 2 XT E  E  ( ) ETx I x 
 x E 





1
( ) inf { 0: ( , )

n

ii
A d A B x d


    }ix X 

 A  A 

 : 2 XT E    1  1     
   A  E  ( ) 0A  

( ( )) ( )T A A  
 2X  X  ( )

x A
T A Tx


  


   X          
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 XB  X 

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 1{inf)(, X  XBAA :),0(  })(  A 
 XB  X 


 X 
X )   
   ,( ) sup{ 0: ( ) 0}   XX    
   , ,( ) ( )X X           
 )()( XX    

 E  X  E 
x E 

   ( ) { ( ): 1, }EI x x y x y E      
 E  X 
   ( ) { ( ): 0, }EI x x y x y E      
 : 2 XT E  E  ( ) ETx I x  x E 
 : 2 XT E  E  ( ) ETx I x 
 x E 


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 : 2 XT E    1  1     
   A  E  ( ) 0A  

( ( )) ( )T A A  
 2X  X  ( )

x A
T A Tx


  


   X          
  

 1{inf)(, X  XBAA :),0(  })(  A 
 XB  X 


 X 
X )   
   ,( ) sup{ 0: ( ) 0}   XX    
   , ,( ) ( )X X           
 )()( XX    

 E  X  E 
x E 

   ( ) { ( ): 1, }EI x x y x y E      
 E  X 
   ( ) { ( ): 0, }EI x x y x y E      
 : 2 XT E  E  ( ) ETx I x  x E 
 : 2 XT E  E  ( ) ETx I x 
 x E 





1
( ) inf { 0: ( , )

n

ii
A d A B x d


    }ix X 
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 : 2 XT E    1  1     
   A  E  ( ) 0A  

( ( )) ( )T A A  
 2X  X  ( )

x A
T A Tx


  


   X          
  

 1{inf)(, X  XBAA :),0(  })(  A 
 XB  X 


 X 
X )   
   ,( ) sup{ 0: ( ) 0}   XX    
   , ,( ) ( )X X           
 )()( XX    
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 E  X  E 
x E 

   ( ) { ( ): 1, }EI x x y x y E      
 E  X 
   ( ) { ( ): 0, }EI x x y x y E      
 : 2 XT E  E  ( ) ETx I x  x E 
 : 2 XT E  E  ( ) ETx I x 
 x E 




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
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 A  A 

 : 2 XT E    1  1     
   A  E  ( ) 0A  

( ( )) ( )T A A  
 2X  X  ( )

x A
T A Tx


  


   X          
  

 1{inf)(, X  XBAA :),0(  })(  A 
 XB  X 


 X 
X )   
   ,( ) sup{ 0: ( ) 0}   XX    
   , ,( ) ( )X X           
 )()( XX    

 E  X  E 
x E 

   ( ) { ( ): 1, }EI x x y x y E      
 E  X 
   ( ) { ( ): 0, }EI x x y x y E      
 : 2 XT E  E  ( ) ETx I x  x E 
 : 2 XT E  E  ( ) ETx I x 
 x E 




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( ) inf { 0: ( , )

n

ii
A d A B x d


    }ix X 

 A  A 

 : 2 XT E    1  1     
   A  E  ( ) 0A  

( ( )) ( )T A A  
 2X  X  ( )

x A
T A Tx


  


   X          
  

 1{inf)(, X  XBAA :),0(  })(  A 
 XB  X 


 X 
X )   
   ,( ) sup{ 0: ( ) 0}   XX    
   , ,( ) ( )X X           
 )()( XX    

 E  X  E 
x E 

   ( ) { ( ): 1, }EI x x y x y E      
 E  X 
   ( ) { ( ): 0, }EI x x y x y E      
 : 2 XT E  E  ( ) ETx I x  x E 
 : 2 XT E  E  ( ) ETx I x 
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 2X  X  ( )

x A
T A Tx


  


   X          
  

 1{inf)(, X  XBAA :),0(  })(  A 
 XB  X 


 X 
X )   
   ,( ) sup{ 0: ( ) 0}   XX    
   , ,( ) ( )X X           
 )()( XX    

 E  X  E 
x E 

   ( ) { ( ): 1, }EI x x y x y E      
 E  X 
   ( ) { ( ): 0, }EI x x y x y E      
 : 2 XT E  E  ( ) ETx I x  x E 
 : 2 XT E  E  ( ) ETx I x 
 x E 





1
( ) inf { 0: ( , )

n

ii
A d A B x d


    }ix X 

 A  A 

 : 2 XT E    1  1     
   A  E  ( ) 0A  

( ( )) ( )T A A  
 2X  X  ( )

x A
T A Tx


  


   X          
  

 1{inf)(, X  XBAA :),0(  })(  A 
 XB  X 


 X 
X )   
   ,( ) sup{ 0: ( ) 0}   XX    
   , ,( ) ( )X X           
 )()( XX    

 E  X  E 
x E 

   ( ) { ( ): 1, }EI x x y x y E      
 E  X 
   ( ) { ( ): 0, }EI x x y x y E      
 : 2 XT E  E  ( ) ETx I x  x E 
 : 2 XT E  E  ( ) ETx I x 
 x E 





1
( ) inf { 0: ( , )

n

ii
A d A B x d


    }ix X 

 A  A 

 : 2 XT E    1  1     
   A  E  ( ) 0A  

( ( )) ( )T A A  
 2X  X  ( )

x A
T A Tx


  


   X          
  

 1{inf)(, X  XBAA :),0(  })(  A 
 XB  X 


 X 
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 1{inf)(, X  XBAA :),0(  })(  A 
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X )   
   ,( ) sup{ 0: ( ) 0}   XX    
   , ,( ) ( )X X           
 )()( XX    
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 E  X  E 
x E 

   ( ) { ( ): 1, }EI x x y x y E      
 E  X 
   ( ) { ( ): 0, }EI x x y x y E      
 : 2 XT E  E  ( ) ETx I x  x E 
 : 2 XT E  E  ( ) ETx I x 
 x E 
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   , ,( ) ( )X X           
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

,( ( , { })) (1 (1 )) ( ,{ })E n X nr A E x r E x
  


  1  


 X  ( ) 1X   E 
 X  : ( )T E KC X 1  
T 

 
 : ( )T E KC E  E 
 X 
 X 





 E  X { }nx 
 X  ( , { })nr E x  ( , { })nA E x 
{ }nx  E 
   ( , { }) inf {limsup : }n n

n
r E x x x x E

 
       

   ( , { }) { : limsup ( , { })}n n n
n

A E x x E x x r E x


   

 E  ( , { })nA E x 


 E  X { }nx 
 X { }nx    E   ( E )

( ,{ }) ( ,{ })
in nr E x r E x  }{

inx  }{ nx { }nx 
 E  E  ( ,{ }) ( ,{ })

in nA E x A E x 
 }{

inx  }{ nx 

 X  X 
 0  0 
    

 1
2

yx 

 Xyx ,  1 yx   yx 







 X  A  X 

( ) sup{ 0 :A   { }nx  A sep ({ }) }nx  
 sep ({ }) inf { : }n n mx x x n m   
 A  A 
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ของ X สมมติว่า           เป็นฟังก์ชันแบบไม่ขยาย 

หลายค่าที่เป็น 1-χ- คอนแทรคทีฟ และสอดคล้องกับเงื่อนไข 

ความชี้เข้า แล้วจะได้ว่า T จะมีจุดตรึง

	 นอกจากนี ้Dominguez & Lorenzo (2004)  ยงัไดป้ระยกุต ์

ใช้ทฤษฎีบท 9 เพื่อพิสูจน์ปัญหาเปิดของ Xu (2000) กล่าวคือ 

ได้พิสูจน์ทฤษฎีบทจุดตรึงสำหรับ              ซึ่งเป็นฟังก์ชัน 

แบบไม่ขยายหลายค่า เมื่อ E เป็นเซตย่อย คอนเวกซ์ ปิด ม ี
ขอบเขตที่ไม่เป็นเซตว่างของปริภูมิบานาคเนียลิคอนเวกซ์แบบ

เอกรูป X (nearly uniformly convex Banach space X) 

(Dominguez & Lorenzo, 2004)  

สัมประสิทธิ์ทางเรขาคณิตและทฤษฎีบทจุดตรึงสำหรับฟังก์ชัน

แบบไม่ขยายหลายค่า

	 ในหวัขอ้นีจ้ะกลา่วถงึทฤษฎบีทจดุตรงึสำหรบัฟงักช์นัแบบ 

ไมข่ยายหลายคา่ทีเ่กีย่วขอ้งกบัสมัประสทิธิท์างเรขาคณติ กลา่วคอื 

ค่าคงที่เจมส์ (James constant) และค่าคงที่จอร์แดน วอน 

นอยมันน์ (Jordan von Neumann constant)

1. ค่าคงที่เจมส์ (James constant)

	 จากการศึกษาผลงานของ Dominguez & Lorenzo 

(2004) ที่เกี่ยวข้องกับความสัมพันธ์ระหว่าง รัศมีเชบิเชฟของ 

ศนูยก์ลางเชงิเสน้กำกบัของลำดบัทีม่ขีอบเขตในเซตยอ่ยคอนเวกซ ์

ปิด มีขอบเขต และมอดุลัสของความคอนเวกซ์แบบไม่กระชับ 

ของปริภูมิบานาค รวมทั้งการประยุกต์ใช้ความสัมพันธ์ดังกล่าว 

เพื่อศึกษาทฤษฎีบทจุดตรึงสำหรับฟังก์ชันแบบไม่ขยายหลายค่า 

ทำให้ Dhompongsa et al. (2006) ได้นิยามความสัมพันธ์ 

ระหว่างรัศมีเชบิเชฟของศูนย์กลางเชิงเส้นกำกับ และรัศมี 

เชิงเส้นกำกับของลำดับที่มีขอบเขตในเซตย่อยคอนเวกซ์ 

กระชับแบบอ่อนของปริภูมิบานาค X ต่อไปนี้

บทนิยาม 11 ให้ X เป็นปริภูมิบานาค จะกล่าวว่า X 

สอดคลอ้งเงือ่นไข Dominguez-Lorenzo ถา้ม ี               ทีท่ำ 

ให้สำหรับทุกเซตย่อย E ของ X ซึ่งเป็นเซตคอนเวกซ์ 

กระชับแบบอ่อน และสำหรับทุกลำดับ    ใน E ที่มีขอบเขต 
และเป็นลำดับปรกติสัมพันธ์กับ E จะได้ว่า 

 

	 เราจะกลา่ววา่ปรภิมูบิานาค X มโีครงสรา้งปรกตแิบบออ่น 
(weak normal structure) ถ้าสำหรับทุกเซตย่อย E ของ X   

ซึง่เปน็เซตคอนเวกซ ์กระชบัแบบออ่น และ diam (E)>0 จะมจีดุ    
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
 X  ( ) 1X   E 
 X  : ( )T E KC X 1  
T 

 
 : ( )T E KC E  E 
 X 
 X 











       
   

        
   
 X 

 X  X    [0,1) 

 E  X { }nx  E 
 E 

( ( , { })) ( ,{ })E n nr A E x r E x 

  X 
 E  X diam ( ) 0E   x E 
    ( )xr E  diam ( )E

  
 
 
 E  X 
 :t E E 

 









       
   

        
   
 X 

 X  X    [0,1) 

 E  X { }nx  E 
 E 

( ( , { })) ( ,{ })E n nr A E x r E x 

  X 
 E  X diam ( ) 0E   x E 
    ( )xr E  diam ( )E

  
 
 
 E  X 
 :t E E 

 









       
   

        
   
 X 

 X  X    [0,1) 

 E  X { }nx  E 
 E 

( ( , { })) ( ,{ })E n nr A E x r E x 

  X 
 E  X diam ( ) 0E   x E 
    ( )xr E  diam ( )E

  
 
 
 E  X 
 :t E E 

 









       
   

        
   
 X 

 X  X    [0,1) 

 E  X { }nx  E 
 E 

( ( , { })) ( ,{ })E n nr A E x r E x 

  X 
 E  X diam ( ) 0E   x E 
    ( )xr E  diam ( )E

  
 
 
 E  X 
 :t E E 

 









       
   

        
   
 X 

 X  X    [0,1) 

 E  X { }nx  E 
 E 

( ( , { })) ( ,{ })E n nr A E x r E x 

  X 
 E  X diam ( ) 0E   x E 
    ( )xr E  diam ( )E

  
 
 
 E  X 
 :t E E 

 









       
   

        
   
 X 

 X  X    [0,1) 

 E  X { }nx  E 
 E 

( ( , { })) ( ,{ })E n nr A E x r E x 

  X 
 E  X diam ( ) 0E   x E 
    ( )xr E  diam ( )E

  
 
 
 E  X 
 :t E E 

 


 X   E 
 X  : ( )T E KC X 
 1  T 

  ( ) 1X  

  
 X 
 (0,1)   , Xx y S 

1
2 1x y   � �  1

2 1x y   � � 
 { : || || 1}XS x X x  


  X 

  ( ) sup : , XJ X x y x y x y B    � � � � 
  min ,x y x y x y x y     � � � � � � � � 
 X  ( ) 2J X  

 




 X  X  x X 
{ }nx  0  X 
                                            limsup limsupn n

n n
x x x x

  
   

 X { }nx 
 x  y x 

limsup limsupn n
n n

x x x y
  

   

 X   E 
 X  : ( )T E KC X 
 1  T 

  ( ) 1X  

  
 X 
 (0,1)   , Xx y S 

1
2 1x y   � �  1

2 1x y   � � 
 { : || || 1}XS x X x  


  X 

  ( ) sup : , XJ X x y x y x y B    � � � � 
  min ,x y x y x y x y     � � � � � � � � 
 X  ( ) 2J X  

 




 X  X  x X 
{ }nx  0  X 
                                            limsup limsupn n

n n
x x x x

  
   

 X { }nx 
 x  y x 

limsup limsupn n
n n

x x x y
  

   

 X   E 
 X  : ( )T E KC X 
 1  T 

  ( ) 1X  

  
 X 
 (0,1)   , Xx y S 

1
2 1x y   � �  1

2 1x y   � � 
 { : || || 1}XS x X x  


  X 

  ( ) sup : , XJ X x y x y x y B    � � � � 
  min ,x y x y x y x y     � � � � � � � � 
 X  ( ) 2J X  

 




 X  X  x X 
{ }nx  0  X 
                                            limsup limsupn n

n n
x x x x

  
   

 X { }nx 
 x  y x 

limsup limsupn n
n n

x x x y
  

   

 X   E 
 X  : ( )T E KC X 
 1  T 

  ( ) 1X  

  
 X 
 (0,1)   , Xx y S 

1
2 1x y   � �  1

2 1x y   � � 
 { : || || 1}XS x X x  


  X 

  ( ) sup : , XJ X x y x y x y B    � � � � 
  min ,x y x y x y x y     � � � � � � � � 
 X  ( ) 2J X  

 




 X  X  x X 
{ }nx  0  X 
                                            limsup limsupn n

n n
x x x x

  
   

 X { }nx 
 x  y x 

limsup limsupn n
n n

x x x y
  

   

 X   E 
 X  : ( )T E KC X 
 1  T 

  ( ) 1X  

  
 X 
 (0,1)   , Xx y S 

1
2 1x y   � �  1

2 1x y   � � 
 { : || || 1}XS x X x  


  X 

  ( ) sup : , XJ X x y x y x y B    � � � � 
  min ,x y x y x y x y     � � � � � � � � 
 X  ( ) 2J X  

 




 X  X  x X 
{ }nx  0  X 
                                            limsup limsupn n

n n
x x x x

  
   

 X { }nx 
 x  y x 

limsup limsupn n
n n

x x x y
  

   
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      ซึ่งทำให้ 

				      

	 จากการศึกษาเงื่อนไข Dominguez-Lorenzo จะได้ว่า 

ทุกๆ ปริภูมิบานาคที่สอดคล้องเงื่อนไข Dominguez-Lorenzo  

จะมีโครงสร้างปรกติแบบอ่อน (Dhompongsa et al., 2006)    

ดังนั้นทำให้สรุปได้ว่า ทุกๆ ปริภูมิบานาคที่สอดคล้องเงื่อนไข 

Dominguez-Lorenzo มีสมบัติจุดตรึง (fixed point property) 

สำหรับฟังก์ชันแบบไม่ขยายค่าเดียว นั่นคือ สำหรับทุกเซตย่อย 

E ของ X ซึ่งเป็นเซตคอนเวกซ์กระชับแบบอ่อน และสำหรับ 

ทุกฟังก์ชัน       ที่เป็นฟังก์ชันแบบไม่ขยายค่าเดียวจะมี 

จุดตรึง นอกจากนี้ Dhompongsa et al. (2006) ยังได้ศึกษา 

สมบตัจิดุตรงึสำหรบัฟงักช์นัแบบไมข่ยายหลายคา่ ในปรภิมูบิานาค 

สะท้อนที่สอดคล้องเงื่อนไข Dominguez-Lorenzo ดังนี้

ทฤษฎบีท 12 ให ้X เปน็ปรภิมูบิานาคสะทอ้นทีส่อดคลอ้งเงือ่นไข 
Dominguez-Lorenzo  และ E เปน็เซตยอ่ยแยกกนัได ้คอนเวกซ ์ 
ปิด ที่มีขอบเขตของ X สมมติว่า                     เป็นฟังก์ชัน 

แบบไมข่ยายหลายคา่ ทีเ่ปน็ 1-χ- คอนแทรคทฟี และสอดคลอ้ง 
กับเงื่อนไขความชี้เข้า แล้วจะได้ว่า T จะมีจุดตรึง

	 จากทฤษฎีบท 9 เราเห็นได้ว่าทุกๆ ปริภูมิบานาคซึ่ง    

         นั้นสอดคล้องเงื่อนไข Dominguez-Lorenzo ต่อไป 

จะศึกษาปริภูมิบานาคอื่นๆ ที่สอดคล้องเงื่อนไข Dominguez-

Lorenzo

		

บทนิยาม 13 จะกล่าวว่า X เป็นปริภูมิบานาคไม่จัตุรัสแบบ 

เอกรูป (uniformly nonsquare Banach space) ถ้ามี    

        ซึ่งทำให้สำหรับทุก         จะได้ว่า  

                        หรือ   

เมื่อ  

	 ให้ X เป็นปริภูมิบานาค Gao & Lau (1990) 

นิยามค่าคงที่เจมส์ หรือค่าคงที่ไม่จัตุรัส (Jame constant or 

nonsquare constant) ดังนี้

	  

เมื่อ   

และได้ว่า X เป็นปริภูมิบานาคไม่จัตุรัสแบบเอกรูป ก็ต่อเมื่อ    

         (Gao & Lau, 1990)
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จึงทำให้ T จะเป็น 1-χ- คอนแทรคทีฟ (Dominguez & 

Lorenzo, 2004) ทำให้สรุปได้ว่าทุกปริภูมิบานาคไม่จัตุรัสแบบ 

เอกรูปซึ่งมีสมบัติเวอร์ธ จะมีสมบัติจุดตรึงสำหรับฟังก์ชันแบบ 

ไม่ขยายหลายค่าซึ่งสอดคล้องกับเงื่อนไขความชี้เข้า

2. ค่าคงที่จอร์แดน-วอน นอยมันน์ (Jordan - von Neumann 

constant)

	 ให้ X เป็นปริภูมิบานาค Clarkson (1973) ได้นิยามค่า 

คงที่จอร์แดน-วอน นอยมันน์ (Jordan - von Neumann con-

stant) ของ X ดังนี้

 

 

	 จะได้ว่าถ้า            แล้ว X จะมีโครงสร้างปรกติ 

เอกรูป (uniform normal structure) (Dhompongsa & 

Keawkhao, 2006 ; Saejung, 2006) ดังนั้น X จะมีสมบัติ 

จุดตรึงสำหรับฟังก์ชันแบบไม่ขยายค่าเดียวถ้า  

	 ตอ่ไปเราจะศกึษาสมบตัจิดุตรงึสำหรบัฟงักช์นัแบบไมข่ยาย 

หลายค่าที่เกี่ยวข้องกับค่าคงที่จอร์แดน วอน นอยมันน์ ซึ่งในปี 

2006 นั้น Dhompongsa et al. ได้นิยามสมบัติ (D) ดังนี้

บทนิยาม 17 ให้ X เป็นปริภูมิบานาค จะกล่าวว่า มีสมบัติ (D) 
ถ้ามี         ที่ทำให้สำหรับทุกเซตย่อย E ของ X ซึ่งเป็น 

เซตคอนเวกซ์กระชับแบบอ่อน และสำหรับทุกลำดับ     ใน E 
ที่เป็นลำดับเอกรูปเชิงเส้นกำกับและเป็นลำดับปรกติสัมพันธ์กับ    

E และสำหรับทุกลำดับ      ใน          ที่เป็นลำดับเอกรูป 
เชิงเส้นกำกับและเป็นลำดับปรกติสัมพันธ์กับ E จะได้ว่า 
 

	 จากนิยามจะเห็นได้ว่าสมบัติ (D) เป็นสมบัติที่อ่อนกว่า 

เงื่อนไข Dominguez-Lorenzo (Dominguez & Gavira, 

2007) และนอกจากนี้ยังได้ว่าทุกปริภูมิบานาคที่มีสมบัติ (D) 

จะมโีครงสรา้งปรกตแิบบออ่น และมสีมบตัจิดุตรงึสำหรบัฟงักช์นั 

แบบไม่ขยายหลายค่าที่เป็น 1-χ- คอนแทรคทีฟ และสอดคล้อง
กับเงื่อนไขความชี้เข้า (Dhompongsa et al., 2006)

บทนิยาม 19  ให้ X เป็นปริภูมิบานาค สัมประสิทธิ์ลำดับลู่เข้า 
แบบอ่อน (weakly convergent sequence coefficient) ของ   

X คือ 

	 Dhompongsa et al. (2006) ได้พิสูจน์ความสัมพันธ์ 

ระหว่างรัศมีเชบิเชฟของศูนย์กลางเชิงเส้นกำกับของลำดับที่มี 

ขอบเขตในเซตย่อยคอนเวกซ์กระชับแบบอ่อน และรัศมีเชิง 

เส้นกำกับ และจากความสัมพันธ์ดังกล่าว จะได้ว่าปริภูมิบานาค 

ไม่จัตุรัสแบบเอกรูปซึ่งมีสมบัติเวอร์ธ (WORTH) จะสอดคล้อง 

เงื่อนไข Dominguez-Lorenzo  

บทนยิาม 14 ให ้X เปน็ปรภิมูบิานาค จะกลา่ววา่ X มสีมบตัเิวอรธ์  
(WORTH) ถ้าสำหรับทุก         และสำหรับทุกลำดับ   

ที่ลู่เข้าแบบอ่อนสู่ 0 ใน X แล้วจะได้ว่า 

                                                                                   

เราจะกลา่ววา่ X สอดคลอ้งเงือ่นไขโอเพยีลไมแ่ท ้(non-strict Opial 
condition) ถ้าสำหรับทุกลำดับ       ที่ลู่ x เข้าแบบอ่อนสู่ x 

แล้วสำหรับ       จะได้ว่า

 

เราจะได้ว่าถ้า X มีสมบัติเวอร์ธ แล้ว X จะสอดคล้องเงื่อนไข 
โอเพียลไม่แท้ (Garcia-Falset & Sims, 1997)

ทฤษฎีบท 15 (Dhompongsa et al., 2006) ให้ X เป็น 

ปริภูมิบานาคซึ่งมีสมบัติเวอร์ธ และ E เป็นเซตย่อยคอนเวกซ์ 

กระชับแบบอ่อนของ X สมมติให้      เป็นลำดับที่มีขอบเขตใน   

ที่ปรกติสัมพันธ์กับ X แล้วจะได้ว่า 

		   

	 จากความสมัพนัธใ์นทฤษฎบีท 15  จะไดว้า่ถา้ X เปน็ปรภิมู ิ
บานาคไม่จัตุรัสแบบเอกรูปซึ่งมีสมบัติเวอร์ธ แล้ว X สอดคล้อง 
เงือ่นไข Dominguez-Lorenzo จากผลดงักลา่วและทฤษฎบีท 12 

ทำให้ได้ทฤษฎีบทต่อไปนี้

ทฤษฎีบท 16 ให้ X เป็นปริภูมิบานาคไม่จัตุรัสแบบเอกรูปซึ่ง

มีสมบัติเวอร์ธ และ E เป็นเซตย่อยแยกกันได้ คอนเวกซ์ ปิด 
ที่มีขอบเขตของ X สมมติว่า              เป็นฟังก์ชันแบบ 

ไม่ขยายหลายค่าซึ่งสอดคล้องกับเงื่อนไขความชี้เข้า แล้วจะได้ว่า   

T จะมีจุดตรึง

	 จากทฤษฎีบท 16 จะเห็นได้ว่าเราสามารถตัดเงื่อนไข 

ความเปน็ 1-χ- คอนแทรคทฟี ของ T ได ้เนือ่งจากถา้ปรภิมูบิานาค   
มีสมบัติเวอร์ธ แล้ว X จะสอดคล้องเงื่อนไขโอเพียลไม่แท้   

 X   E 
 X  : ( )T E KC X 
 1  T 
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
  X 

  ( ) sup : , XJ X x y x y x y B    � � � � 
  min ,x y x y x y x y     � � � � � � � � 
 X  ( ) 2J X  

 




 X  X  x X 
{ }nx  0  X 
                                            limsup limsupn n

n n
x x x x

  
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 x  y x 
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x x x y
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 X   E 
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 1  T 

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
  X 

  ( ) sup : , XJ X x y x y x y B    � � � � 
  min ,x y x y x y x y     � � � � � � � � 
 X  ( ) 2J X  

 




 X  X  x X 
{ }nx  0  X 
                                            limsup limsupn n

n n
x x x x

  
   

 X { }nx 
 x  y x 

limsup limsupn n
n n

x x x y
  

   

 X   E 
 X  : ( )T E KC X 
 1  T 

  ( ) 1X  

  
 X 
 (0,1)   , Xx y S 

1
2 1x y   � �  1

2 1x y   � � 
 { : || || 1}XS x X x  


  X 

  ( ) sup : , XJ X x y x y x y B    � � � � 
  min ,x y x y x y x y     � � � � � � � � 
 X  ( ) 2J X  

 




 X  X  x X 
{ }nx  0  X 
                                            limsup limsupn n

n n
x x x x

  
   

 X { }nx 
 x  y x 

limsup limsupn n
n n

x x x y
  

   

 X   E 
 X  : ( )T E KC X 
 1  T 

  ( ) 1X  

  
 X 
 (0,1)   , Xx y S 

1
2 1x y   � �  1

2 1x y   � � 
 { : || || 1}XS x X x  


  X 

  ( ) sup : , XJ X x y x y x y B    � � � � 
  min ,x y x y x y x y     � � � � � � � � 
 X  ( ) 2J X  

 




 X  X  x X 
{ }nx  0  X 
                                            limsup limsupn n

n n
x x x x

  
   

 X { }nx 
 x  y x 

limsup limsupn n
n n

x x x y
  

   

 X   E 
 X  : ( )T E KC X 
 1  T 

  ( ) 1X  

  
 X 
 (0,1)   , Xx y S 

1
2 1x y   � �  1

2 1x y   � � 
 { : || || 1}XS x X x  


  X 

  ( ) sup : , XJ X x y x y x y B    � � � � 
  min ,x y x y x y x y     � � � � � � � � 
 X  ( ) 2J X  

 




 X  X  x X 
{ }nx  0  X 
                                            limsup limsupn n

n n
x x x x

  
   

 X { }nx 
 x  y x 

limsup limsupn n
n n

x x x y
  

   

 X   E 
 X  : ( )T E KC X 
 1  T 

  ( ) 1X  

  
 X 
 (0,1)   , Xx y S 

1
2 1x y   � �  1

2 1x y   � � 
 { : || || 1}XS x X x  


  X 

  ( ) sup : , XJ X x y x y x y B    � � � � 
  min ,x y x y x y x y     � � � � � � � � 
 X  ( ) 2J X  

 




 X  X  x X 
{ }nx  0  X 
                                            limsup limsupn n

n n
x x x x

  
   

 X { }nx 
 x  y x 

limsup limsupn n
n n

x x x y
  

   

 X   E 
 X  : ( )T E KC X 
 1  T 

  ( ) 1X  

  
 X 
 (0,1)   , Xx y S 

1
2 1x y   � �  1

2 1x y   � � 
 { : || || 1}XS x X x  


  X 

  ( ) sup : , XJ X x y x y x y B    � � � � 
  min ,x y x y x y x y     � � � � � � � � 
 X  ( ) 2J X  

 




 X  X  x X 
{ }nx  0  X 
                                            limsup limsupn n

n n
x x x x

  
   

 X { }nx 
 x  y x 

limsup limsupn n
n n

x x x y
  

   

 X   E 
 X  : ( )T E KC X 
 1  T 

  ( ) 1X  

  
 X 
 (0,1)   , Xx y S 

1
2 1x y   � �  1

2 1x y   � � 
 { : || || 1}XS x X x  


  X 

  ( ) sup : , XJ X x y x y x y B    � � � � 
  min ,x y x y x y x y     � � � � � � � � 
 X  ( ) 2J X  

 




 X  X  x X 
{ }nx  0  X 
                                            limsup limsupn n

n n
x x x x

  
   

 X { }nx 
 x  y x 

limsup limsupn n
n n

x x x y
  

   

 X  X 

 X  E 
 X { }nx  E  E 

  ( )( ( , { })) ( ,{ })

2E n n
J Xr A E x r E x 

  X 
 X 


 X   E 
 X  : ( )T E KC X 
T 

 1  T 
 X  X T 
1  
 


  X 
 X 

 
2 2

2 2
( ) sup : , \{0}

2NJ
x y x yC X x y X

x y

      
  

� � � �

� � � �

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2( ) NJC X  X 

 X 
 1 3

2( ) NJC X 



 X  X 

 X  E 
 X { }nx  E  E 

  ( )( ( , { })) ( ,{ })

2E n n
J Xr A E x r E x 

  X 
 X 


 X   E 
 X  : ( )T E KC X 
T 

 1  T 
 X  X T 
1  
 


  X 
 X 

 
2 2

2 2
( ) sup : , \{0}

2NJ
x y x yC X x y X

x y

      
  

� � � �

� � � �

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2( ) NJC X  X 

 X 
 1 3

2( ) NJC X 







 X  X   [0,1)   E 
 X { }nx  E 
 E { }ny  ( , { })nA E x 
 E 

( ( , { })) ( ,{ })E n nr A E y r E x 
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เมื่อ      เป็นลำดับลู่เข้าแบบอ่อนสู่ 0 ซึ่ง         และ   

              หาค่าได้ 

	 เราจะได้ความสัมพันธ์ระหว่างค่าคงที่จอร์แดน วอน 

นอยมนัน ์และ สมัประสทิธิล์ำดบัลูเ่ขา้แบบออ่นของปรภิมูบิานาค 

X กล่าวคือ 

 

และได้ว่าทุกปริภูมิบานาคซึ่ง                 จะมี 

สมบัติจุดตรึงสำหรับฟังก์ชันแบบไม่ขยายหลาย ค่าที่ เป็น  

1-χ-คอนแทรคทีฟ และสอดคล้องกับเงื่อนไขความชี้เข้า   

(Dhompongsa et al., 2006) จากผลที่ได้ดังกล่าวทำได้ 

ทฤษฎีบทที่สำคัญดังนี้ 

ทฤษฎีบท 20 ให้ X เป็นปริภูมิบานาค ซึ่ง    

และ E เป็นเซตย่อยแยกกันได้ คอนเวกซ์ ปิด มีขอบเขตของ X 

สมมติว่า          เป็นฟังก์ชันแบบไม่ขยายหลายค่า 

ที่เป็น 1-χ- คอนแทรคทีฟ และสอดคล้องกับเงื่อนไขความชี้เข้า 
แล้วจะได้ว่า T จะมีจุดตรึง

สรุป
	 จากบทความวิชาการนี้จะเห็นได้ว่าหัวข้องานวิจัยที่ 

น่าสนใจหัวข้อหนึ่งคือการศึกษาการขยายสมบัติจุดตรึงสำหรับ 

ฟังก์ชันแบบไม่ขยายค่าเดียวไปยัง ฟังก์ชันแบบไม่ขยายหลายค่า 

ในปริภูมิบานาคต่างๆ แนวทางหนึ่งที่สามารถประยุกต์ใช้เพื่อ 

ศึกษาการมีจุดตรึงของฟังก์ชันแบบไม่ขยายหลายค่าคือ 

การตรวจสอบว่าในปริภูมิบานาคนั้นๆ สอดคล้องเงื่อนไข 

Dominguez-Lorenzo หรือสอดคล้องสมบัติ (D) ซึ่งเป็นการ

เพียงพอที่ผู้วิจัยสามารถยืนยันการมีจุดตรึงได้ ซึ่งในปัจจุบันนี้ 

ยังมีปริภูมิบานาคอีกหลายปริภูมิที่นักวิจัยยังไม่สามารถให้ผล 

สรุปของการมีจุดตรึงสำหรับฟังก์ชันแบบไม่ขยายหลายค่าได้ 

เชน่ ปรภิมูบิานาคนอนครสิซแีบบเอกรปู (uniformly noncreasy 

Banach space) ซึ่งเป็นปัญหาที่น่าสนใจในการศึกษาวิจัยต่อไป
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










 X  ( ) 1.273NJC X    E 
 X  : ( )T E KC X  1  
T 


 

























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