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บทคัดย่อ 

ให้ 𝑛𝑛 และ 𝑑𝑑 เป็นจํานวนเต็มบวก และ 𝐷𝐷(𝑛𝑛,𝑑𝑑): = {1,1 + 𝑑𝑑, 1 + 2𝑑𝑑, … ,1 + (𝑛𝑛 − 1)𝑑𝑑} สําหรับจํานวนเต็มบวก 𝑘𝑘 

ท่ีเป็นตวัหารของ 𝑛𝑛 เรานิยามกราฟฟังก์ชันออยเลอร์วางนยัทัว่ไปประเภท (𝑛𝑛,𝑑𝑑, 𝑘𝑘) ให้เป็นกราฟท่ีมีเซตจุดยอดคือเซตของ

จํานวนเต็มบวก 𝑎𝑎 ใน 𝐷𝐷(𝑛𝑛,𝑑𝑑)  ท่ีซึ่งตวัหารร่วมมากของ 𝑎𝑎 และ 𝑛𝑛 เท่ากับ 𝑘𝑘 และสองจุดยอด 𝑎𝑎 และ 𝑏𝑏 ประชิดกันก็ต่อเมื่อ

ตวัหารร่วมมากของ 𝑎𝑎 และ 𝑏𝑏 เท่ากบั 𝑘𝑘 กราฟฟังก์ชนัออยเลอร์วางนยัทัว่ไปประเภท (𝑛𝑛, 1,1) คือกราฟฟังก์ชนัออยเลอร์ท่ีได้มี

การศึกษามาแล้ว ในงานวิจยันี ้เราสนใจศึกษากราฟฟังก์ชนัออยเลอร์วางนยัทัว่ไปประเภท (𝑛𝑛,𝑑𝑑, 1) และ (𝑛𝑛, 1, 𝑘𝑘) เราศึกษา

สมบตัขิองจดุยอด ดีกรี และความเช่ือมโยงของกราฟ รวมถึงศกึษาความสมัพนัธ์ระหวา่งกราฟดงักลา่วกบักราฟจํานวนเฉพาะ

สมัพทัธ์และกราฟออยเลอร์ 

คาํสาํคัญ  :  ตวัหารร่วมมาก ; กราฟจํานวนเฉพาะสมัพทัธ์ ; กราฟตวัหาร 
 

Abstract 

 Let 𝑛𝑛 and 𝑑𝑑 be positive integers and 𝐷𝐷(𝑛𝑛,𝑑𝑑): = {1,1 + 𝑑𝑑, 1 + 2𝑑𝑑, … ,1 + (𝑛𝑛 − 1)𝑑𝑑}. For a positive 

divisor 𝑘𝑘 of 𝑛𝑛, we define the generalized Euler function graph of type (𝑛𝑛,𝑑𝑑, 𝑘𝑘) to be the graph whose vertex set is 

the set of integers 𝑎𝑎 in 𝐷𝐷(𝑛𝑛,𝑑𝑑)  where the greatest common divisor of 𝑎𝑎 and 𝑛𝑛 is 𝑘𝑘, and two vertices 𝑎𝑎 and 𝑏𝑏 are 

adjacent if and only if the greatest common divisor of 𝑎𝑎 and 𝑏𝑏 is 𝑘𝑘.  The generalized Euler function graph of type 

(𝑛𝑛, 1,1) is the Euler function graph which has already been studied.  In this research, we focus on studying the 

generalized Euler function graphs of types (𝑛𝑛,𝑑𝑑, 1) and (𝑛𝑛, 1, 𝑘𝑘).  We explore properties of vertices, degree and 

connectivity of the graphs.  Moreover, we present relationships among those graphs, relatively prime graphs and 

Eulerian graphs. 
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บทนํา   

ทฤษฎีกราฟในทางคณิตศาสตร์ได้ถูกประยุกต์เป็นเคร่ืองมือท่ีสําคัญในการศึกษาปัญหาต่าง ๆ อาทิ เทคโนโลยี 

วิทยาศาสตร์กับธรรมชาติ และอ่ืน ๆ อีกมาก จึงได้มีการศึกษา วิจัย และพัฒนาความรู้ทางด้านทฤษฎีกราฟมาอย่าง            

ต่อเน่ือง กราฟในทางทฤษฎีกราฟโดยเบือ้งต้นประกอบไปด้วยจดุยอด และเส้นเช่ือมท่ีเกิดจากการประชิดกนัของสองจดุยอด 

การศึกษากราฟโดยใช้สมบตัิในทางทฤษฎีจํานวนได้ถกูศึกษาอย่างแพร่หลาย โดยเฉพาะกราฟท่ีเก่ียวข้องกบัตวัหารร่วมมาก 

(greatest common divisors, gcd) ในปี ค.ศ.1983 Pomerence (Pomerance, 1983) นิยามกราฟตัวหาร (divisor graph) 

โดยเซตของจุดยอดคือเซต 𝑆𝑆 ของจํานวนเต็มบวกท่ี 𝑆𝑆 ≠ ∅ และสองจุดยอด 𝑚𝑚 และ 𝑛𝑛 ท่ีแตกต่างกนัใน 𝑆𝑆 ประชิดกนั ก็ต่อเมื่อ 
gcd(𝑚𝑚,𝑛𝑛) = min {𝑚𝑚,𝑛𝑛}   

จากสมบตัิท่ีเราทราบกันดีว่า gcd(𝑚𝑚,𝑛𝑛) ≥ 1 ทุก ๆ จํานวนเต็มบวก 𝑚𝑚 และ 𝑛𝑛 ทําให้ Pomerence (Pomerance, 

1983) นิยามกราฟจํานวนเฉพาะสมัพทัธ์ (relatively prime graph) โดยให้เซตของจุดยอดคือเซต 𝑆𝑆 ของจํานวนเต็มบวกท่ี 

𝑆𝑆 ≠ ∅  เช่นเดียวกบัจุดยอดของกราฟตวัหาร แต่เง่ือนไขการประชิดกนัของจุดยอดเปลี่ยนแปลงเป็น สองจุดยอด 𝑚𝑚 และ 𝑛𝑛             

ท่ีแตกตา่งกนัใน 𝑆𝑆 ประชิดกนั ก็ตอ่เมื่อ  gcd(𝑚𝑚,𝑛𝑛) = 1 หรือกลา่ววา่ ประชิดกนัเมื่อ 𝑚𝑚 และ 𝑛𝑛 เป็นจํานวนเฉพาะสมัพทัธ์ 

นอกจากนีย้งัมีการวิจยัใช้ฟังก์ชนัทอเทียนต์ออยเลอร์ (Euler totient function) หรือฟังก์ชนัออยเลอร์ (Euler function)

ในทางทฤษฎีจํานวนในการศึกษากราฟ เช่น กราฟเคย์เลย์ (Cayley graph) หรือท่ีเรียกว่ากราฟเคย์เลย์ทอเทียนต์ออยเลอร์ 

(Euler totient Cayley graph) ให้ 𝑆𝑆 แทนเซตของจํานวนเต็มบวกทัง้หมดท่ีน้อยกวา่หรือเทา่กบั 𝑛𝑛 ท่ีเป็นจํานวนเฉพาะสมัพทัธ์

กบั 𝑛𝑛 กราฟเคย์เลย์ทอเทียนต์ออยเลอร์ (ℤ𝑛𝑛 ,𝜙𝜙) เป็นกราฟท่ีมีเซตจดุยอดเป็นกรุป ℤ𝑛𝑛 = {0,1,2, … ,𝑛𝑛 − 1} ของจํานวนเต็มมอ

ดโุล 𝑛𝑛 โดยสองจุดยอด 𝑎𝑎 และ 𝑏𝑏 ท่ีแตกต่างกนัใน ℤ𝑛𝑛 ประชิดกนั ก็ต่อเมื่อ 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 หรือ 𝑏𝑏 − 𝑎𝑎 เป็นสมาชิกของ 𝑆𝑆 สมบตัิต่าง ๆ 

ของกราฟเคย์เลย์ทอเทียนต์ออยเลอร์ถูกศึกษาตามมาอย่างกว้างขวาง (Madhavi, 2002; Manjuri & Maheswari, 2012; 

Manjuri & Maheswari, 2013; Sangeetha, 2015) 

Shanmugavelan (Shanmugavelan, 2017) ได้ศกึษากราฟฟังก์ชนัออยเลอร์ (Euler function graphs) 𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛)) ซึง่

มีเซตของจุดยอดคือเซตของจํานวนเต็มบวก 𝑎𝑎 ซึ่ง 1 ≤ 𝑎𝑎 ≤ 𝑛𝑛 และ gcd(𝑛𝑛, 𝑎𝑎) = 1 และสองจุดยอด 𝑎𝑎 และ 𝑏𝑏 ท่ีแตกต่างกัน

ประชิดกนั ก็ตอ่เมื่อ gcd(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) = 1 เห็นได้ชดัวา่จํานวนจดุยอดของกราฟฟังก์ชนัออยเลอร์เทา่กบั 𝜙𝜙(𝑛𝑛)  Shanmugavelan ได้

ศึกษาสมบตัิตา่ง ๆ ของกราฟฟังก์ชนัออยเลอร์ เช่น ดีกรี จํานวนครอบงํา รวมถึงความสมัพนัธ์ของกราฟฟังก์ชนัออยเลอร์และ

กราฟจํานวนเฉพาะสมัพทัธ์  

ในงานวิจัยนี ้เราวางนัยทั่วไปกราฟฟังก์ชันออยเลอร์ โดยนําเสนอกราฟฟังก์ชันออยเลอร์วางนัยทั่วไปประเภท 

(𝑛𝑛,𝑑𝑑, 𝑘𝑘) ซึ่งในกรณีท่ี 𝑑𝑑 = 𝑘𝑘 = 1 กราฟฟังก์ชันออยเลอร์วางนัยทั่วไปประเภท (𝑛𝑛, 1,1) คือกราฟเดียวกันกับกราฟฟังก์           

ชันออยเลอร์ใน (Shanmugavelan, 2017) โดยในบทความนีเ้รานําเสนอความรู้พืน้ฐานของทฤษฎีจํานวนและทฤษฎีกราฟท่ี

เก่ียวข้องกบังานวิจยัในวิธีการดําเนินการวิจัย และในส่วนท้ายของวิธีการดําเนินวิจยันี ้เรานิยามกราฟฟังก์ชันออยเลอร์วาง        

นยัทัว่ไปประเภท(𝑛𝑛,𝑑𝑑, 𝑘𝑘)สําหรับผลลพัธ์ของงานวิจัยนีเ้ราศึกษากราฟฟังก์ชันออยเลอร์วางนยัทัว่ไป 2 ประเภทซึ่งแบ่งการ

นําเสนอเป็น 2 ตอน และเราวิจารณ์ผลการวิจยัและสรุปผลการวิจยัในท้ายท่ีสดุ 
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วิธีดาํเนินการวิจัย 

เราดําเนินการวิจยัโดยศึกษาความรู้พืน้ฐานของทฤษฎีจํานวนท่ีเก่ียวข้องกบังานวิจยั เช่น ตวัหารร่วมมาก  จํานวน

เฉพาะสมัพทัธ์ และฟังก์ชนัออยเลอร์ เป็นต้น โดยอ้างอิงจาก (Burton, 1998; Koshy, 2007) และนําเสนอดงัตอ่ไปนี ้

ให้ 𝑎𝑎 และ 𝑏𝑏 เป็นจํานวนเต็มใด ๆ และ 𝑎𝑎 ≠ 0 เราเขียน 𝑎𝑎 ∣ 𝑏𝑏 ในกรณีท่ี 𝑏𝑏 หารด้วย 𝑎𝑎 ลงตวั และเขียน 𝑎𝑎 ∤ 𝑏𝑏 ในกรณีท่ี 

𝑏𝑏 หารด้วย 𝑎𝑎 ไม่ลงตวั เราเขียนแทน ตวัหารร่วมมาก (greatest common divisor) ของ 𝑎𝑎 และ 𝑏𝑏 ด้วย gcd(𝑎𝑎,𝑏𝑏) ในกรณีท่ี 

gcd(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) = 1 เรากลา่ววา่จํานวนเต็มบวก 𝑎𝑎 และ 𝑏𝑏 เป็นจํานวนเฉพาะสมัพทัธ์ (relatively prime) นอกจากนี ้สามารถพิสจูน์

ได้วา่ gcd(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) = 1 ก็ตอ่เมื่อ มีจํานวนเต็ม 𝑥𝑥 และ 𝑦𝑦 ท่ีทําให้ 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 = 1 

ให้ 𝑛𝑛 เป็นจํานวนเต็มบวก  กําหนด 𝜙𝜙(𝑛𝑛) = |{ 𝑎𝑎 ∈ ℤ ∣  1 ≤ 𝑎𝑎 ≤ 𝑛𝑛 และ gcd(𝑛𝑛, 𝑎𝑎) = 1}| เราเรียก 𝜙𝜙 ซึ่งนิยามบน

จํานวนเต็มบวกวา่ ฟังก์ชนัออยเลอร์ (Euler function) เห็นชดัวา่ 𝜙𝜙(1) = 𝜙𝜙(2) = 1 และสาํหรับจํานวนเต็มบวก 𝑛𝑛 ≥ 3 จะได้

ว่า 𝜙𝜙(𝑛𝑛) เป็นจํานวนคู่ นอกจากนีถ้้า 𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 โดยท่ี 𝑎𝑎 และ 𝑏𝑏 เป็นจํานวนเฉพาะสมัพทัธ์ แล้ว 𝜙𝜙(𝑛𝑛) = 𝜙𝜙(𝑎𝑎)𝜙𝜙(𝑏𝑏) และถ้า 𝑛𝑛 

เป็นจํานวนเต็มบวกซึ่ง 𝑛𝑛 = 𝑝𝑝1
𝑡𝑡1  𝑝𝑝2

𝑡𝑡2 ⋯  𝑝𝑝𝑘𝑘
𝑡𝑡𝑘𝑘   โดยท่ี 𝑝𝑝1 , 𝑝𝑝2, … , 𝑝𝑝𝑘𝑘 เป็นจํานวนเฉพาะท่ีแตกต่างกัน และ 𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑘𝑘 เป็น

จํานวนเต็มบวก แล้วจะได้วา่ 𝜙𝜙(𝑛𝑛) = �𝑝𝑝1
𝑡𝑡1 − 𝑝𝑝1

𝑡𝑡1−1��𝑝𝑝2
𝑡𝑡2 − 𝑝𝑝2

𝑡𝑡2−1�⋯ �𝑝𝑝𝑘𝑘
𝑡𝑡𝑘𝑘 − 𝑝𝑝𝑘𝑘

𝑡𝑡𝑘𝑘−1�  

ลาํดบัถดัไป เรานําเสนอบทนิยาม ทฤษฎีบทและความรู้พืน้ฐานเก่ียวกบักราฟ โดยอ้างอิงจาก (West, 2001; Wilson, 

1985)   

 กราฟเชิงเดียว (simple graph) หรือ กราฟ (graph) 𝐺𝐺 = (𝑉𝑉,𝐸𝐸) ประกอบด้วยเซต 𝑉𝑉: = 𝑉𝑉(𝐺𝐺) ท่ีไมเ่ป็นเซตวา่ง และ

เซต 𝐸𝐸: = 𝐸𝐸(𝐺𝐺) ซึ่งเป็นเซตยอ่ยของ �𝑉𝑉2� โดยท่ี �𝑉𝑉2�  คือเซตของเซตยอ่ยทัง้หมดของ 𝑉𝑉 ท่ีมีสมาชิก 2 ตวั เราเรียกสมาชิกในเซต 

𝑉𝑉 ว่า จุดยอด (vertex) และ เรียกสมาชิกในเซต 𝐸𝐸 ว่า เส้นเชื่อม (edge) เราเรียกกราฟท่ีมีจุดยอดเดียวว่า กราฟชดั (trivial 

graph) และในบางครัง้ เราเขียนแทนเส้นเช่ือม {𝑢𝑢, 𝑣𝑣} ∈ 𝐸𝐸 ด้วย 𝑢𝑢𝑢𝑢 ในกรณีท่ี 𝑒𝑒 = 𝑢𝑢𝑢𝑢 เป็นเส้นเช่ือมของกราฟ 𝐺𝐺 เรากลา่ววา่ 𝑢𝑢 

ประชิดกับ 𝑣𝑣 และกล่าวว่าจุดยอด 𝑢𝑢 ตกกระทบกับ 𝑒𝑒 ดีกรี (degree) ของจุดยอด 𝑣𝑣 ในกราฟ 𝐺𝐺 เขียนแทนด้วย deg 𝑣𝑣 คือ

จํานวนของเส้นเช่ือมใน 𝐺𝐺 ท่ีตกกระทบกบั 𝑣𝑣  นอกจากนี ้ดีกรีมากทีส่ดุ (maximum degree) ในกราฟ 𝐺𝐺 คือดีกรีท่ีมากท่ีสดุของ

จดุยอดใน 𝐺𝐺 เขียนแทนด้วย Δ(𝐺𝐺) 

ตอ่ไปเรากลา่วถึงกราฟออยเลอร์ โดยเราแนะนําแนวเดิน รอยเดิน และรอยเดินปิดของกราฟ ให้ 𝑢𝑢 และ 𝑣𝑣 เป็นจดุยอด

ใด ๆ ในกราฟ 𝐺𝐺 เราเรียกลําดบั 𝑢𝑢 = 𝑢𝑢0, 𝑒𝑒1,𝑢𝑢1, 𝑒𝑒2,𝑢𝑢2, … ,𝑢𝑢𝑛𝑛−1, 𝑒𝑒𝑛𝑛 ,𝑢𝑢𝑛𝑛 = 𝑣𝑣 โดยท่ี 𝑛𝑛 เป็นจํานวนเต็มท่ี 𝑛𝑛 ≥ 0,𝑢𝑢0,𝑢𝑢1, … ,𝑢𝑢𝑛𝑛  

เป็นจุดยอดของ 𝐺𝐺 และ 𝑒𝑒𝑖𝑖 = 𝑢𝑢𝑖𝑖−1𝑢𝑢𝑖𝑖  เป็นเส้นเช่ือมของ 𝐺𝐺 ทุก ๆ 𝑖𝑖 ∈ {1,2, … ,𝑛𝑛} ว่า แนวเดิน 𝑢𝑢 − 𝑣𝑣 (𝑢𝑢 − 𝑣𝑣 walk) เราเรียก 

แนวเดิน 𝑢𝑢 − 𝑣𝑣 ท่ีเส้นเช่ือมทัง้หมดแตกตา่งกนัวา่ รอยเดิน (trail) และเราเรียกรอยเดินท่ีมีจดุเร่ิมต้นและจดุสดุท้ายเป็นจุดยอด

เดียวกนัวา่ รอยเดินปิด (close trail) สาํหรับกราฟท่ีมีรอยเดินปิดท่ีประกอบไปด้วยทกุเส้นเช่ือมของกราฟถกูเรียกวา่ กราฟออย

เลอร์ (Eulerian graph) และเราเรียกกราฟท่ีทกุ ๆ จดุยอด 𝑢𝑢 และ 𝑣𝑣 จะมีแนวเดิน 𝑢𝑢 − 𝑣𝑣 เสมอ วา่กราฟเชื่อมโยง (connected 

graph) ทัง้นีเ้ราสามารถพิจารณาวา่กราฟเช่ือมโยงใดเป็นกราฟออยเลอร์ได้ง่ายขึน้ด้วยบทตัง้ตอ่ไปนี ้
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บทตัง้ 2.1 (West, 2001) ให้ 𝐺𝐺 เป็นกราฟเชื่อมโยง จะได้ว่า 𝐺𝐺 เป็นกราฟออยเลอร์ ก็ต่อเมื่อ จุดยอดทุกจุดของ 𝐺𝐺 มีดีกรี

เป็นจํานวนคู่ 

ให้ 𝐺𝐺 เป็นกราฟ เราเรียกเซตย่อย 𝐷𝐷 ท่ีไม่เป็นเซตว่างของ 𝑉𝑉(𝐺𝐺) ว่า เซตครอบงํา (dominating set) ของ 𝐺𝐺 ถ้าแต่ละ

จุดยอดใน 𝑉𝑉(𝐺𝐺) ∖ 𝐷𝐷 ประชิดกบัจุดยอดใน 𝐷𝐷 อย่างน้อย 1 จุด และเราเรียกจํานวนสมาชิกของเซตครอบงําของ 𝐺𝐺 ท่ีมีจํานวน

สมาชิกน้อยท่ีสดุวา่ จํานวนครอบงํา (domination number) ของ 𝐺𝐺 

 ให้ 𝐺𝐺1 = (𝑉𝑉1,𝐸𝐸1) และ 𝐺𝐺2 = (𝑉𝑉2,𝐸𝐸2) เรากลา่ววา่กราฟ 𝐺𝐺1 เป็น กราฟย่อย (subgraph) ของกราฟ 𝐺𝐺2 ถ้า 𝑉𝑉(𝐺𝐺1) ⊆

 𝑉𝑉(𝐺𝐺2) และ 𝐸𝐸(𝐺𝐺1) ⊆ 𝐸𝐸(𝐺𝐺2) และเรากล่าวว่า 𝐺𝐺1 สมสณัฐาน (isomorphic) กับ 𝐺𝐺2 เขียนแทนด้วย 𝐺𝐺1 ≅ 𝐺𝐺2  ถ้ามีฟังก์ชัน

หนึง่ตอ่หนึง่และทัว่ถึง 𝑓𝑓:𝑉𝑉1 → 𝑉𝑉2 ซึง่ ทกุ ๆ 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 ∈ 𝑉𝑉1, 𝑢𝑢 ประชิดกบั 𝑣𝑣 ใน 𝐺𝐺1 ก็ตอ่เมื่อ 𝑓𝑓(𝑢𝑢) ประชิดกบั 𝑓𝑓(𝑣𝑣)  ใน 𝐺𝐺2 

ในสว่นสดุท้ายนี ้เรานําเสนอการวางนยัทัว่ไปของกราฟฟังก์ชนัออยเลอร์ใน (Shanmugavelan, 2017) ดงันี ้

ให้ 𝑛𝑛 และ 𝑑𝑑 เป็นจํานวนเต็มบวก และกําหนดเซต 𝐷𝐷(𝑛𝑛,𝑑𝑑): = {1,1 + 𝑑𝑑, 1 + 2𝑑𝑑, … ,1 + (𝑛𝑛 − 1)𝑑𝑑} สาํหรับจํานวน

เต็มบวก 𝑘𝑘 ท่ีเป็นตวัหารของ 𝑛𝑛 เรานิยาม กราฟฟังก์ชนัออยเลอร์วางนยัทัว่ไปประเภท (𝑛𝑛,𝑑𝑑, 𝑘𝑘) (generalized Euler function 

graph of type (𝑛𝑛,𝑑𝑑, 𝑘𝑘)) เขียนแทนด้วย 𝐺𝐺(𝜙𝜙𝑘𝑘(𝑛𝑛,𝑑𝑑)) ให้เป็นกราฟท่ีมีเซตของจดุยอดคือ 

𝑉𝑉(𝐺𝐺(𝜙𝜙𝑘𝑘(𝑛𝑛,𝑑𝑑))) = {𝑎𝑎 ∣ 𝑎𝑎 ∈ 𝐷𝐷(𝑛𝑛,𝑑𝑑) และ gcd(𝑛𝑛, 𝑎𝑎) = 𝑘𝑘} 

และเซตของเส้นเช่ือมคือ 

𝐸𝐸(𝐺𝐺(𝜙𝜙𝑘𝑘(𝑛𝑛,𝑑𝑑))) = {𝑎𝑎𝑎𝑎 ∣ 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝑉𝑉(𝐺𝐺(𝜙𝜙𝑘𝑘(𝑛𝑛,𝑑𝑑))) ซึง่ 𝑎𝑎 ≠ 𝑏𝑏 และ gcd(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) = 𝑘𝑘} 

กลา่วคอื สองจดุยอด 𝑎𝑎 และ 𝑏𝑏 ใด ๆ ในกราฟประชิดกนัก็ตอ่เมื่อ gcd(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) = 𝑘𝑘 

เห็นได้ชดัวา่กราฟฟังก์ชนัออยเลอร์วางนยัทัว่ไปประเภท (𝑛𝑛, 1,1) หรือกราฟ 𝐺𝐺(𝜙𝜙1(𝑛𝑛, 1)) คือกราฟฟังก์ชนัออยเลอร์

 𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛)) ใน (Shanmugavelan, 2017) งานวิจยันี ้เราสนใจศกึษากราฟฟังก์ชนัออยเลอร์วางนยัทัว่ไปประเภท (𝑛𝑛,𝑑𝑑, 1) และ

ประเภท (𝑛𝑛, 1, 𝑘𝑘) โดยนําเสนอผลการวิจยัเป็น 2 สว่นตามลําดบั เราศึกษาสมบตัิของจํานวนจดุยอด ดีกรี และความเช่ือมโยง

ของกราฟ รวมถึงศกึษาความสมัพนัธ์ระหวา่งกราฟดงักลา่วกบักราฟจํานวนเฉพาะสมัพทัธ์และกราฟออยเลอร์ 

 

ผลการวิจัย 

3.1 กราฟฟังก์ชนัออยเลอร์วางนยัทัว่ไปประเภท (𝑛𝑛,𝑑𝑑, 1) 

เรานําเสนอสมบตัิของกราฟฟังก์ชันออยเลอร์วางนยัทัว่ไปประเภท (𝑛𝑛,𝑑𝑑, 1) ซึ่งเขียนแทนด้วย 𝐺𝐺(𝜙𝜙1(𝑛𝑛,𝑑𝑑)) หรือ 

𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑)) เพ่ือความสะดวก ซึง่คือกราฟท่ีมีเซตของจดุยอดคือ 

𝑉𝑉(𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑))) = {𝑎𝑎 ∣ 𝑎𝑎 ∈ 𝐷𝐷(𝑛𝑛,𝑑𝑑) และ gcd(𝑛𝑛, 𝑎𝑎)  =  1} 

และเซตของเส้นเช่ือมคือ 

𝐸𝐸(𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑))) = {𝑎𝑎𝑎𝑎 ∣ 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝑉𝑉(𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑))) ซึง่ 𝑎𝑎 ≠ 𝑏𝑏 และ gcd(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) = 1} 
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ตัวอย่าง 3.1.1 กราฟ 𝐺𝐺(𝜙𝜙(5,𝑑𝑑)) โดยท่ี 𝑑𝑑 = 1, 2,3 แสดงได้ดงันี ้

 

 

 

 

 

 

  

 

นอกจากนีเ้ราสงัเกตได้ว่า ถ้า 𝑑𝑑 เป็นจํานวนคี่กราฟ 𝐺𝐺(𝜙𝜙(2,𝑑𝑑)) เป็นกราฟชดั สว่นกรณีท่ี 𝑑𝑑 เป็นจํานวนคู ่จะได้ว่า 

𝑉𝑉(𝐺𝐺(𝜙𝜙(2,𝑑𝑑))) = {1,1 + 𝑑𝑑} และ 𝐸𝐸(𝐺𝐺(𝜙𝜙(2,𝑑𝑑))) = {{1,1 + 𝑑𝑑}} 

จากนิยามของกราฟ  𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑)) จํานวนจดุยอดของกราฟ 𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑)) คือ 

 

|{𝑎𝑎 ∣ 𝑎𝑎 ∈ 𝐷𝐷(𝑛𝑛,𝑑𝑑) และ gcd(𝑛𝑛, 𝑎𝑎)  = 1}| 

 

เราเขียนแทนจํานวนจุดยอดนีด้้วย 𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑) โดย Garcia (Garcia & Ligh, 1983) ได้ศึกษาจํานวน 𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑) นี ้ซึ่งสามารถ

คํานวณคา่ได้ดงันี ้

บทตัง้ 3.1.2 (Garcia & Ligh, 1983) ให ้𝑚𝑚, 𝑛𝑛 และ 𝑑𝑑 เป็นจํานวนเต็มบวก  

1. 𝜙𝜙(𝑛𝑛, 1) = 𝜙𝜙(𝑛𝑛) 

2. ถา้ gcd(𝑛𝑛,𝑑𝑑) = 1  แลว้ 𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑) = 𝜙𝜙(𝑛𝑛) 

3. ถา้ gcd(𝑚𝑚,𝑛𝑛) = 1 แลว้ 𝜙𝜙(𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑑𝑑) = 𝜙𝜙(𝑚𝑚,𝑑𝑑)𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑) 

บทตัง้ 3.1.3 (Garcia & Ligh, 1983) ให ้𝑝𝑝 เป็นจํานวนเฉพาะ 𝑘𝑘 และ 𝑑𝑑 เป็นจํานวนเต็มบวก จะไดว่้า 

 

𝜙𝜙(𝑝𝑝𝑘𝑘 ,𝑑𝑑) = �
𝑝𝑝𝑘𝑘                ;  𝑝𝑝 ∣ 𝑑𝑑

𝑝𝑝𝑘𝑘 �1 −
1
𝑝𝑝
� ;  𝑝𝑝 ∤ 𝑑𝑑

 

 

ทฤษฎีบท 3.1.4  ให ้𝑑𝑑 เป็นจํานวนเต็มบวก 𝑛𝑛 = 𝑝𝑝1
𝑎𝑎1𝑝𝑝2

𝑎𝑎2 ⋯  𝑝𝑝𝑘𝑘
𝑎𝑎𝑘𝑘  โดยที ่𝑝𝑝1 , 𝑝𝑝2, … , 𝑝𝑝𝑘𝑘 เป็นจํานวนเฉพาะทีแ่ตกต่างกนั และ 

𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, … , 𝑎𝑎𝑘𝑘 เป็นจํานวนเต็มบวก แลว้จะไดว่้า 

   
𝐺𝐺(𝜙𝜙(5,1)) 𝐺𝐺(𝜙𝜙(5,2)) 𝐺𝐺(𝜙𝜙(5,3)) 

 

Figure 1 Examples of generalized Euler function graphs of type (𝑛𝑛,𝑑𝑑, 1) 
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𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑) =

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

𝑛𝑛                                    ;   𝑝𝑝𝑖𝑖 ∣ 𝑑𝑑 ทกุ ๆ 𝑖𝑖 ∈ {1,2, … ,𝑘𝑘}

𝑛𝑛��1 −
1
𝑝𝑝𝑖𝑖
�

𝑘𝑘

𝑖𝑖=1

           ;   𝑝𝑝𝑖𝑖 ∤ 𝑑𝑑 ทกุ ๆ 𝑖𝑖 ∈ {1,2, … ,𝑘𝑘}

       𝑛𝑛 � �1 −
1
𝑝𝑝𝑗𝑗
�

𝑘𝑘

𝑗𝑗=𝑡𝑡+1

 ;   มีจํานวนเตม็บวก 𝑡𝑡 ท่ี 𝑡𝑡 < 𝑘𝑘 ซึง่ 
           𝑝𝑝𝑖𝑖 ∣ 𝑑𝑑 ทกุ ๆ 𝑖𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑡𝑡} และ

             𝑝𝑝𝑗𝑗 ∤ 𝑑𝑑 ทกุ ๆ 𝑗𝑗 ∈ {𝑡𝑡 + 1,2, … ,𝑘𝑘}
 

 

พิสูจน์ สําหรับกรณี 𝑝𝑝𝑖𝑖 ∣ 𝑑𝑑 ทุก ๆ 𝑖𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑘𝑘} และกรณี 𝑝𝑝𝑖𝑖 ∤ 𝑑𝑑 ทุก ๆ 𝑖𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑘𝑘} ถูกพิสูจน์ไว้แล้วใน (Garcia & 

Ligh, 1983) ดังนัน้เราสมมติให้ มีจํานวนเต็มบวก 𝑡𝑡 ท่ี 𝑡𝑡 < 𝑘𝑘 ซึ่ง 𝑝𝑝𝑖𝑖 ∣ 𝑑𝑑 ทุก ๆ 𝑖𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑡𝑡} และ 𝑝𝑝𝑗𝑗 ∤ 𝑑𝑑 ทุก ๆ 𝑗𝑗 ∈ {𝑡𝑡 +

1, 𝑡𝑡 + 2, … , 𝑘𝑘}  โดยบทตัง้ 3.1.2 และ 3.1.3 จะได้วา่ 

𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑)  = 𝜙𝜙�𝑑𝑑, 𝑝𝑝1
𝑎𝑎1𝑝𝑝2

𝑎𝑎2 ⋯𝑝𝑝𝑡𝑡
𝑎𝑎𝑡𝑡𝑝𝑝𝑡𝑡+1

𝑎𝑎𝑡𝑡+1𝑝𝑝𝑡𝑡+2
𝑎𝑎𝑡𝑡+2 ⋯𝑝𝑝𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑘𝑘� 
                = 𝜙𝜙�𝑑𝑑, 𝑝𝑝1

𝑎𝑎1�𝜙𝜙�𝑑𝑑, 𝑝𝑝2
𝑎𝑎2�⋯𝜙𝜙�𝑑𝑑, 𝑝𝑝𝑡𝑡

𝑎𝑎𝑡𝑡�𝜙𝜙�𝑑𝑑, 𝑝𝑝𝑡𝑡+1
𝑎𝑎𝑡𝑡+1�𝜙𝜙�𝑑𝑑, 𝑝𝑝𝑡𝑡+2

𝑎𝑎𝑡𝑡+2�⋯𝜙𝜙�𝑑𝑑, 𝑝𝑝𝑘𝑘
𝑎𝑎𝑘𝑘�  

                                = 𝑝𝑝1
𝑎𝑎1𝑝𝑝2

𝑎𝑎2 ⋯𝑝𝑝𝑡𝑡
𝑎𝑎𝑡𝑡𝑝𝑝𝑡𝑡+1

𝑎𝑎𝑡𝑡+1 �1 −
1

𝑝𝑝𝑡𝑡+1
� 𝑝𝑝𝑡𝑡+2

𝑎𝑎𝑡𝑡+2 �1 −
1

𝑝𝑝𝑡𝑡+2
�⋯𝑝𝑝𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑘𝑘 �1 −
1
𝑝𝑝𝑘𝑘
� 

                                = 𝑝𝑝1
𝑎𝑎1𝑝𝑝2

𝑎𝑎2 ⋯𝑝𝑝𝑡𝑡
𝑎𝑎𝑡𝑡𝑝𝑝𝑡𝑡+1

𝑎𝑎𝑡𝑡+1𝑝𝑝𝑡𝑡+2
𝑎𝑎𝑡𝑡+2 ⋯ 𝑝𝑝𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑘𝑘 �1 −
1

𝑝𝑝𝑡𝑡+1
� �1 −

1
𝑝𝑝𝑡𝑡+2

�⋯�1 −
1
𝑝𝑝𝑘𝑘
� 

                                = 𝑛𝑛 � �1 −
1
𝑝𝑝𝑗𝑗
�

𝑘𝑘

𝑗𝑗=𝑡𝑡+1

 

ตามต้องการ                     

เราพิจารณาความเป็นจํานวนคู่หรือจํานวนคี่ของจํานวนจุดยอด 𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑) ซึ่งเป็นประโยชน์ในการศึกษากราฟออย

เลอร์ 

บทแทรก 3.1.5 ให ้𝑛𝑛 และ 𝑑𝑑 เป็นจํานวนเต็มบวก 

1. ถ้า 𝑛𝑛 = 𝑝𝑝1
𝑎𝑎1𝑝𝑝2

𝑎𝑎2 ⋯  𝑝𝑝𝑘𝑘
𝑎𝑎𝑘𝑘  โดยที่ 𝑝𝑝1, 𝑝𝑝2, … , 𝑝𝑝𝑘𝑘 เป็นจํานวนเฉพาะคีที่่แตกต่างกนั และ 𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, … , 𝑎𝑎𝑘𝑘 เป็นจํานวนเต็ม

บวก แลว้จะไดว่้า 𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑) เป็นจํานวนคู่ ก็ต่อเมื่อ มี 𝑙𝑙 ∈ {1,2, … , 𝑘𝑘} ซ่ึง 𝑝𝑝𝑙𝑙 ∤ 𝑑𝑑 

2. ถ้า 𝑛𝑛 = 2𝑞𝑞 โดยที่ 𝑞𝑞 เป็นจํานวนคี ่แล้วจะได้ว่า 𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑) เป็นจํานวนคู่ ก็ต่อเมื่อ 𝑑𝑑 เป็นจํานวนคู่ หรือ 𝜙𝜙(𝑞𝑞,𝑑𝑑) เป็น

จํานวนคู่ 

3. ถา้ 𝑛𝑛 = 2𝑡𝑡𝑞𝑞 โดยที ่𝑞𝑞 เป็นจํานวนคี ่และ 𝑡𝑡 ≥ 2  จะไดว่้า 𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑) เป็นจํานวนคู่  

พิสูจน์ 1. ถ้า 𝑝𝑝𝑖𝑖 ∣ 𝑑𝑑 ทุก ๆ 𝑖𝑖 ∈ {1,2, … ,𝑘𝑘} จากทฤษฎีบท 3.1.4 จะได้ว่า 𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑) = 𝑛𝑛 ซึ่งเป็นจํานวนคี่ ในทางกลบักัน 

สมมติ มี 𝑙𝑙 ∈ {1,2, … , 𝑘𝑘} ซึ่ง 𝑝𝑝𝑙𝑙 ∤ 𝑑𝑑 โดยไม่เสียนัยทั่วไป เราสมมติให้ มีจํานวนเต็ม 𝑡𝑡 ท่ี 0 ≤ 𝑡𝑡 < 𝑘𝑘 ซึ่ง 𝑝𝑝𝑖𝑖 ∣ 𝑑𝑑 ทุก ๆ 𝑖𝑖 ∈

{1,2, … , 𝑡𝑡} และ 𝑝𝑝𝑗𝑗 ∤ 𝑑𝑑 ทกุ ๆ 𝑗𝑗 ∈ {𝑡𝑡 + 1, 𝑡𝑡 + 2, … , 𝑘𝑘} จะได้วา่ 

𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑) = 𝑛𝑛 � �1 −
1
𝑝𝑝𝑗𝑗
�

𝑘𝑘

𝑗𝑗=𝑡𝑡+1

 = 𝑝𝑝1
𝑎𝑎1𝑝𝑝2

𝑎𝑎2 ⋯𝑝𝑝𝑡𝑡
𝑎𝑎𝑡𝑡𝑝𝑝𝑡𝑡+1

𝑎𝑎𝑡𝑡+1−1(𝑝𝑝𝑡𝑡+1 − 1)𝑝𝑝𝑡𝑡+2
𝑎𝑎𝑡𝑡+2−1(𝑝𝑝𝑡𝑡+2 − 1)⋯𝑝𝑝𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑘𝑘−1(𝑝𝑝𝑘𝑘 − 1) 

เป็นจํานวนคู ่เน่ืองจาก 𝑝𝑝𝑡𝑡+1 เป็นจํานวนเฉพาะคี่ 
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2.  จากบทตัง้ 3.1.2 (3) เราได้ว่า 𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑) = 𝜙𝜙(2𝑞𝑞,𝑑𝑑) = 𝜙𝜙(2,𝑑𝑑)𝜙𝜙(𝑞𝑞,𝑑𝑑) ดงันัน้ ถ้า 𝑑𝑑 เป็นจํานวนคี่และ 𝜙𝜙(𝑞𝑞,𝑑𝑑) 

เป็นจํานวนคี่ จากบทตัง้ 3.1.3 จะได้ว่า 𝜙𝜙(2,𝑑𝑑) = 1 สง่ผลให้ 𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑) เป็นจํานวนคี่ ในทางกลบักนั ถ้า 𝑑𝑑 เป็นจํานวนคู่ โดย

บทตัง้ 3.1.3 จะได้วา่ 𝜙𝜙(2,𝑑𝑑) = 2 ดงันัน้ 𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑) เป็นจํานวนคู ่และเห็นได้ชดัวา่ ถ้า 𝜙𝜙(𝑞𝑞,𝑑𝑑) เป็นจํานวนคู ่แล้ว 𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑) เป็น

จํานวนคู ่

 3. พิจารณา 𝜙𝜙(2𝑡𝑡 ,𝑑𝑑) บทตัง้ 3.1.3 แสดงไว้ว่าถ้า 𝑑𝑑 เป็นจํานวนคี่ แล้ว 𝜙𝜙(2𝑡𝑡 ,𝑑𝑑) = 2𝑡𝑡 และถ้า 𝑑𝑑 เป็นจํานวนคู ่แล้ว 

𝜙𝜙(2𝑡𝑡 ,𝑑𝑑) = 2𝑡𝑡−1 เน่ืองจาก 𝑡𝑡 ≥ 2 ดังนัน้ 𝜙𝜙(2𝑡𝑡 ,𝑑𝑑) เป็นจํานวนคู่ เพราะฉะนัน้  𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑) = 𝜙𝜙(2𝑡𝑡𝑞𝑞,𝑑𝑑) = 𝜙𝜙(2𝑡𝑡 ,𝑑𝑑)𝜙𝜙(𝑞𝑞,𝑑𝑑) 

เป็นจํานวนคู ่                     

ในลาํดบัถดัไปเรานําเสนอสมบตัิของดีกรีในกราฟฟังก์ชนัออยเลอร์วางนยัทัว่ไปประเภท (𝑛𝑛,𝑑𝑑, 1) 

ทฤษฎีบท 3.1.6 ให ้𝑑𝑑 และ 𝑛𝑛 เป็นจํานวนเต็มบวก จะไดว่้า ดีกรีทีม่ากทีส่ดุของ 𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑)) เท่ากบั  

 
Δ(𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑))) = 𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑) − 1 

 

พิสูจน์ สงัเกตวา่ Δ(𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑))) ≤ |𝑉𝑉(𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑)))| − 1 = 𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑) − 1 พิจารณาจดุยอด 1 ในกราฟ 𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑)) ให้ 𝑎𝑎 

เป็นจุดยอดใด ๆ ใน 𝑉𝑉(𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑))) ∖ {1} เ น่ืองจาก gcd(1,𝑎𝑎) = 1 ดังนัน้จุดยอด  1 ประชิดกับทุกจุดยอดในเซต 

𝑉𝑉(𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑))) ∖ {1} ดังนัน้ deg 1 = |𝑉𝑉(𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑))) ∖ {1}| = 𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑) − 1 เน่ืองจาก Δ(𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑))) ≤ 𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑) − 1 

และ deg 1 = 𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑) − 1  เราจึงสรุปได้วา่ ดีกรีท่ีมากท่ีสดุของ 𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑)) เทา่กบั 𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑) − 1                

ข้อสังเกต 3.1.7 จากบทพิสจูน์ของทฤษฎีบท 3.1.6 เราสงัเกตได้วา่จดุยอด 1 ในกราฟ 𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑)) เป็นจุดยอดท่ีมีดีกรีมาก

ท่ีสดุซึง่ deg 1 = 𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑) − 1 

กราฟฟังก์ชนัออยเลอร์วางนยัทัว่ไปประเภท (𝑛𝑛,𝑑𝑑, 1) มีความสมัพันธ์กับกราฟจํานวนเฉพาะสมัพัทธ์ซึ่งนิยามโดย 

Pomerance (Pomerance, 1983) กําหนดให้ 𝑆𝑆 ⊆ ℤ+ ท่ี 𝑆𝑆 ≠ ∅ กราฟจํานวนเฉพาะสมัพทัธ์ (relatively prime graph) เขียน

แทนด้วย 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑆𝑆) คือกราฟท่ีมีเซตของจดุยอด 𝑉𝑉(𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑆𝑆)) = 𝑆𝑆 และเซตของเส้นเช่ือมคือ 

 

𝐸𝐸(𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑆𝑆)) = {𝑎𝑎𝑎𝑎 ∣ 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝑆𝑆 ซึง่ 𝑎𝑎 ≠  𝑏𝑏 และ gcd(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) = 1} 

 

เมื่อพิจารณาความสมัพนัธ์ของเส้นเช่ือมของกราฟจํานวนเฉพาะสมัพทัธ์และ 𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑)) เราจึงได้สมบตัิตอ่ไปนี ้

ทฤษฎีบทประกอบ 3.1.8 กราฟฟังก์ชนัออยเลอร์วางนยัทัว่ไปประเภท (𝑛𝑛,𝑑𝑑, 1) เป็นกราฟจํานวนเฉพาะสมัพทัธ์ 

แตก่ราฟจํานวนเฉพาะสมัพทัธ์ไมจํ่าเป็นต้องเป็นกราฟ 𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑))  

ตัวอย่าง 3.1.9 ใ ห้  𝑆𝑆 = {1,2,3} พิ จ า ร ณ า ก ร า ฟ จํ า น ว น เ ฉ พ า ะ สัม พัท ธ์  𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑆𝑆) ซึ่ ง  𝑉𝑉�𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑆𝑆)� = {1,2,3} แ ล ะ 

𝐸𝐸(𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑆𝑆)) = {12, 13, 23} เราจะแสดงว่า 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑆𝑆) ไม่เป็นกราฟ 𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑))  โดยการพิสจูน์ว่า ทกุ ๆ จํานวนเต็มบวก 𝑛𝑛 และ 

𝑑𝑑 ใด ๆ 𝑉𝑉(𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑆𝑆)) ≠ 𝑉𝑉(𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑))) ดงันัน้ ให้ 𝑛𝑛 และ 𝑑𝑑 เป็นจํานวนเต็มบวกใด ๆ พิจารณา 𝐷𝐷(𝑛𝑛,𝑑𝑑) = {1,1 + 𝑑𝑑, … ,1 +
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(𝑛𝑛 − 1)𝑑𝑑} จาก 𝑉𝑉(𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑))) ⊆ 𝐷𝐷(𝑛𝑛,𝑑𝑑)  จะเห็นว่าถ้า 𝑛𝑛 = 1 หรือ 𝑛𝑛 = 2 จะได้ว่า |𝐷𝐷(𝑛𝑛,𝑑𝑑)| = 1 หรือ 2 ตามลําดับ 

ดังนัน้ 𝑉𝑉(𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑆𝑆)) ≠ 𝑉𝑉(𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑))) เราจึงสมมติว่า 𝑛𝑛 ≥ 3 ในกรณีท่ี 𝑑𝑑 ≠ 1 จะได้ว่า 1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡 > 2 ทุก ๆ 𝑡𝑡 = {1,2, … ,

𝑛𝑛 − 1} ดังนัน้  2 ∉ 𝐷𝐷(𝑑𝑑,𝑛𝑛) ทําให้ได้ว่า𝑉𝑉(𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑))) ≠ {1,2,3} พิจารณากรณี 𝑑𝑑 = 1 จากบทตัง้  3.1 .2 เราได้ว่า 

|𝑉𝑉(𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛, 1)))| = 𝜙𝜙(𝑛𝑛, 1) = 𝜙𝜙(𝑛𝑛)  เน่ืองจาก 𝑛𝑛 ≥ 3 เราได้ว่า 𝜙𝜙(𝑛𝑛) เป็นจํานวนคู่ ดังนัน้ 𝑉𝑉(𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑))) ≠ {1,2,3} 

เพราะฉะนัน้กราฟ 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑆𝑆) ไมเ่ป็นกราฟ 𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑)) ทกุ ๆ จํานวนเต็มบวก 𝑛𝑛  และ 𝑑𝑑 

นอกเหนือจากสมบตัิข้างต้นเราสามารถพิจารณาความเป็นกราฟชดัได้ดงันี ้

ทฤษฎีบทประกอบ 3.1.10   ให ้𝑛𝑛 ≥ 3 และ 𝑑𝑑 เป็นจํานวนเต็มบวก จะไดว่้า 𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑)) ไม่เป็นกราฟชดั 

พิสูจน์ ให้  𝑛𝑛 = 𝑝𝑝1
𝑎𝑎1𝑝𝑝2

𝑎𝑎2 ⋯  𝑝𝑝𝑘𝑘
𝑎𝑎𝑘𝑘   โดยท่ี 𝑝𝑝1, 𝑝𝑝2, … , 𝑝𝑝𝑘𝑘 เป็นจํานวนเฉพาะท่ีแตกต่างกัน และ 𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, … , 𝑎𝑎𝑘𝑘  เป็นจํานวนเต็ม

บวก 

 กรณี 1: 𝑝𝑝𝑖𝑖 ∣ 𝑑𝑑 ทกุ ๆ 𝑖𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑘𝑘} จากทฤษฎีบท 3.1.4 จะได้วา่  𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑) = 𝑛𝑛 ≥ 3  

 กรณี 2: 𝑝𝑝𝑖𝑖 ∤ 𝑑𝑑  ทกุ ๆ  𝑖𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑘𝑘} จากทฤษฎีบท 3.1.4 จะได้วา่ 

𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑) = 𝑛𝑛��1 −
1
𝑝𝑝𝑖𝑖
�

𝑘𝑘

𝑖𝑖=1

 = 𝑝𝑝1
𝑎𝑎1−1𝑝𝑝2

𝑎𝑎2−1 ⋯𝑝𝑝𝑘𝑘
𝑎𝑎𝑘𝑘−1(𝑝𝑝1 − 1)(𝑝𝑝2 − 1)⋯ (𝑝𝑝𝑘𝑘 − 1) ≥ 2 

 กรณี 3:  สมมติให้ มีจํานวนเต็มบวก 𝑡𝑡 ท่ี 𝑡𝑡 < 𝑘𝑘 ซึ่ง 𝑝𝑝𝑖𝑖 ∣ 𝑑𝑑 ทกุ ๆ 𝑖𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑡𝑡} และ 𝑝𝑝𝑗𝑗 ∣ 𝑑𝑑 ทกุ ๆ 𝑗𝑗 ∈ {𝑡𝑡 + 1, 𝑡𝑡 +

2, … , 𝑘𝑘}   จากทฤษฎีบท 3.1.4 จะได้วา่ 

𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑) = 𝑛𝑛 � �1 −
1
𝑝𝑝𝑖𝑖
�

𝑘𝑘

𝑖𝑖=𝑡𝑡+1

 = 𝑝𝑝1
𝑎𝑎1𝑝𝑝2

𝑎𝑎2 ⋯ 𝑝𝑝𝑡𝑡
𝑎𝑎𝑡𝑡𝑝𝑝𝑡𝑡+1

𝑎𝑎𝑡𝑡+1−1(𝑝𝑝𝑡𝑡+1 − 1)𝑝𝑝𝑡𝑡+2
𝑎𝑎𝑡𝑡+2−1(𝑝𝑝𝑡𝑡+2 − 1)⋯𝑝𝑝𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑘𝑘−1(𝑝𝑝𝑘𝑘 − 1) ≥ 2 

จากทัง้ 3 กรณี จะเห็นวา่จํานวนจดุยอดของ 𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑))  มากกวา่หรือเทา่กบั 2 ดงันัน้ 𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑)) ไมเ่ป็นกราฟชดั           

นอกเหนือจากกรณีของกราฟชดัเราพบวา่กราฟ 𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑))  เป็นกราฟเช่ือมโยง 

ทฤษฎีบท 3.11 กราฟฟังก์ชนัออยเลอร์วางนยัทัว่ไปประเภท (𝑛𝑛,𝑑𝑑, 1) เป็นกราฟเชื่อมโยง 

พิสูจน์ เห็นได้ชัดว่าเมื่อ 𝑛𝑛 ∈ {1,2} กราฟ 𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑)) เป็นกราฟเช่ือมโยง ให้ 𝑛𝑛 ≥ 3 และ 𝑑𝑑 เป็นจํานวนเต็มบวกใด ๆ ใน

การพิสจูน์วา่ 𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑)) เป็นกราฟเช่ือมโยง เราให้ 𝑎𝑎 และ 𝑏𝑏  เป็นสองจดุยอดท่ีแตกตา่งกนั 

 กรณี 1: 𝑎𝑎 = 1 หรือ 𝑏𝑏 = 1 จะได้วา่ gcd(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) = 1 ดงันัน้ 𝑎𝑎 ประชิดกบั 𝑏𝑏 นัน่คือ 𝑎𝑎, 𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏 เป็นแนวเดิน 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 

 กรณี 2: 𝑎𝑎 ≠ 1 และ 𝑏𝑏 ≠ 1 เราพิจารณาจุดยอด 1 ใน 𝑉𝑉(𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑))) เน่ืองจาก gcd(𝑎𝑎, 1) = 1 = gcd(𝑏𝑏, 1) 

เพราะฉะนัน้ทัง้ 𝑎𝑎 และ 𝑏𝑏 ประชิดกบั 1 ดงันัน้ 𝑎𝑎, 𝑎𝑎1, 1, 1𝑏𝑏, 𝑏𝑏 เป็นแนวเดิน 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 

 จากทัง้สองกรณี เราจึงสรุปได้วา่ ทกุ ๆ สองจดุยอดใด ๆ ท่ีแตกตา่งกนั มีแนวเดินถึงกนัเสมอ ดงันัน้ 𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑)) เป็น

กราฟเช่ือมโยง                                  

จากความเป็นกราฟเช่ือมโยงของกราฟ 𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑)) เราพิจารณาจํานวนครอบงําของกราฟได้ดงันี ้

บทแทรก 3.1.12 กราฟฟังก์ชนัออยเลอร์วางนยัทัว่ไปประเภท (𝑛𝑛,𝑑𝑑, 1) มีจํานวนครอบงําเท่ากบั 1 
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พิสูจน์ เห็นชดัวา่ ถ้า 𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑))  เป็นกราฟชดั จะมีจํานวนครอบงําเทา่กบั 1 สมมติวา่ 𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑)) ไมเ่ป็นกราฟชดั ดงันัน้ 

มีจุดยอดอ่ืน ๆ นอกเหนือจากจุดยอด 1 จะเห็นว่า ถ้า 𝑎𝑎 เป็นจุดยอดใน 𝑉𝑉(𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑))) ท่ีไม่ใช่ 1 จะได้ว่า gcd(𝑎𝑎, 1) = 1 

ดังนัน้ 1 ประชิดกับทุกจุดยอดท่ีเหลือในกราฟ  จึงได้ว่า {1} เป็นเซตครอบงําท่ีเล็กท่ีสุด เพราะฉะนัน้ จํานวนครอบงําของ 

𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑))  เทา่กบั 1                     

        จากการท่ีกราฟ 𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑))  เป็นกราฟเช่ือมโยง เราสามารถศึกษาความเป็นกราฟออยเลอร์ได้จากดีกรีของจุดยอดตาม

บทตัง้ 2.1 เน่ืองจากกราฟ 𝐺𝐺(𝜙𝜙(1,𝑑𝑑)) เป็นกราฟชดัจึงเป็นกราฟออยเลอร์ เช่นเดียวกนั กราฟ 𝐺𝐺(𝜙𝜙(2,𝑑𝑑)) เมื่อ 𝑑𝑑 เป็นจํานวน

คี่เป็นกราฟชดัจึงเป็นกราฟออยเลอร์ ในกรณีท่ี 𝑑𝑑 เป็นจํานวนคู ่กราฟ 𝐺𝐺(𝜙𝜙(2,𝑑𝑑)) ไมเ่ป็นกราฟออยเลอร์เน่ืองจากมีจดุยอดท่ีมี

ดีกรีเป็นจํานวนคี่ เราจึงได้ทฤษฎีบทประกอบตอ่ไปนี ้

ทฤษฎีบทประกอบ 3.1.13 𝐺𝐺(𝜙𝜙(2,𝑑𝑑)) เป็นกราฟออยเลอร์ ก็ต่อเมื่อ 𝑑𝑑 เป็นจํานวนคี ่ 

สาํหรับ 𝑛𝑛 ≥ 3 เราได้สมบตัิเก่ียวกบักราฟออยเลอร์ดงันี ้

ทฤษฎีบท 3.1.14   ให ้𝑛𝑛 ≥ 3 และ 𝑑𝑑 เป็นจํานวนเต็มบวกทีส่อดคลอ้งข้อใดข้อหน่ึงต่อไปนี ้

1. 𝑛𝑛 = 𝑝𝑝1
𝑎𝑎1𝑝𝑝2

𝑎𝑎2 ⋯  𝑝𝑝𝑘𝑘
𝑎𝑎𝑘𝑘  โดยที ่𝑝𝑝1 , 𝑝𝑝2, … , 𝑝𝑝𝑘𝑘 เป็นจํานวนเฉพาะคีที่แ่ตกต่างกนั 𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, … , 𝑎𝑎𝑘𝑘 เป็นจํานวนเต็มบวก และ

มี 𝑙𝑙 ∈ {1,2, … , 𝑘𝑘} ซ่ึง 𝑝𝑝𝑙𝑙 ∤ 𝑑𝑑 

2. 𝑛𝑛 = 2𝑝𝑝1
𝑎𝑎1𝑝𝑝2

𝑎𝑎2 ⋯  𝑝𝑝𝑘𝑘
𝑎𝑎𝑘𝑘  โดยที่ 𝑝𝑝1, 𝑝𝑝2, … , 𝑝𝑝𝑘𝑘 เป็นจํานวนเฉพาะคี่ที่แตกต่างกัน 𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, … , 𝑎𝑎𝑘𝑘 เป็นจํานวนเต็มบวก 

และ 𝑑𝑑 เป็นจํานวนคู่ หรือ มี 𝑙𝑙 ∈ {1,2, … , 𝑘𝑘} ซ่ึง 𝑝𝑝𝑙𝑙 ∤ 𝑑𝑑 

3. 𝑛𝑛 = 2𝑡𝑡𝑞𝑞 โดยที ่𝑞𝑞 เป็นจํานวนคี ่และ 𝑡𝑡 ≥ 2   

แลว้จะไดว่้า 𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑))  ไม่เป็นกราฟออยเลอร์ 

พิสูจน์ จากทฤษฎีบท 3.1.11 𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑)) เป็นกราฟเช่ือมโยง เราจึงพิจารณาจุดยอด 1 ใน 𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑)) จากข้อสงัเกต 

3.1.7 จะได้ว่า deg 1 = 𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑) − 1 ดังนัน้เมื่อ 𝑛𝑛 และ 𝑑𝑑 สอดคล้องกับข้อ 1, 2 หรือ 3 แล้วบทแทรก 3.1.5 แสดงไว้ว่า 

𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑) เป็นจํานวนคู่ เพราะฉะนัน้ deg 1 เป็นจํานวนคี่ ดังนัน้ มีจุดยอดท่ีมีดีกรีเป็นจํานวนคี่ จากบทตัง้ 2.1 จะได้ว่า 

𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑)) ไมเ่ป็นกราฟออยเลอร์                    

  จากกรณีเฉพาะท่ีกราฟ 𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛, 1))  คือกราฟเดียวกนักบักราฟฟังก์ชนัออยเลอร์ 𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛)) ดงันัน้เราจึงได้บทแทรก

ตอ่ไปนี ้

บทแทรก 3.1.15 กราฟฟังก์ชนัออยเลอร์ 𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛)) ไม่เป็นกราฟออยเลอร์ทกุ ๆ 𝑛𝑛 ≥ 3 

สําหรับกรณี 𝑛𝑛 = 𝑝𝑝1
𝑎𝑎1𝑝𝑝2

𝑎𝑎2 ⋯  𝑝𝑝𝑘𝑘
𝑎𝑎𝑘𝑘   โดยท่ี 𝑝𝑝1, 𝑝𝑝2, … , 𝑝𝑝𝑘𝑘 เป็นจํานวนเฉพาะคี่ท่ีแตกต่างกนั 𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, … , 𝑎𝑎𝑘𝑘  เป็นจํานวน

เต็มบวก และ 𝑝𝑝𝑖𝑖 ∣ 𝑑𝑑 ทกุ ๆ 𝑖𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑘𝑘} จะได้วา่ 𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑))  อาจจะเป็นหรือไมเ่ป็นกราฟออยเลอร์ก็ได้ ดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี ้

ตัวอย่าง 3.1.16  กราฟ 𝐺𝐺(𝜙𝜙(15,30)) เป็นกราฟออยเลอร์เน่ืองจากทุกจุดยอดมีดีกรีเป็นจํานวนคู่ ในขณะท่ีกราฟ 

𝐺𝐺(𝜙𝜙(15,60))  ไมเ่ป็นกราฟออยเลอร์เน่ืองจากจดุยอด 121 มีดีกรีเป็นจํานวนคี่ ดงัรูป 
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𝐺𝐺(𝜙𝜙(15,30)) 𝐺𝐺(𝜙𝜙(15,60)) 

 

Figure 2 The graphs 𝐺𝐺(𝜙𝜙(15,30)) and 𝐺𝐺(𝜙𝜙(15,60)) 

 

สาํหรับกรณี 𝑛𝑛 = 2𝑝𝑝1
𝑎𝑎1𝑝𝑝2

𝑎𝑎2 ⋯  𝑝𝑝𝑘𝑘
𝑎𝑎𝑘𝑘   โดยท่ี 𝑝𝑝1, 𝑝𝑝2, … , 𝑝𝑝𝑘𝑘 เป็นจํานวนเฉพาะคี่ท่ีแตกตา่งกนั 𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, … , 𝑎𝑎𝑘𝑘  เป็นจํานวน

เต็มบวก 𝑑𝑑 เป็นจํานวนคี่ และ 𝑝𝑝𝑖𝑖 ∣ 𝑑𝑑 ทกุ ๆ 𝑖𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑘𝑘}  จะได้วา่ 𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛,𝑑𝑑)) อาจจะเป็นหรือไมเ่ป็นกราฟออยเลอร์ก็ได้ดงั

ตวัอยา่งตอ่ไปนี ้

 

ตัวอย่าง 3.1.17 กราฟ 𝐺𝐺(𝜙𝜙(18,15)) เป็นกราฟออยเลอร์เน่ืองจากทุกจุดยอดมีดีกรีเป็นจํานวนคู่  ในขณะท่ีกราฟ 

𝐺𝐺(𝜙𝜙(18,3)) ไมเ่ป็นกราฟออยเลอร์เน่ืองจากจดุยอด 7 มีดีกรีเป็นจํานวนคี่ ดงัรูป 

 

  
𝐺𝐺(𝜙𝜙(18,15)) 𝐺𝐺(𝜙𝜙(18,3)) 

 

Figure 3 The graphs 𝐺𝐺(𝜙𝜙(18,15)) and 𝐺𝐺(𝜙𝜙(18,3)) 

 

สงัเกตว่ากราฟฟังก์ชนัออยเลอร์และกราฟฟังก์ชนัออยเลอร์วางนยัทัว่ไปประเภท (𝑛𝑛,𝑑𝑑, 1) ท่ีศึกษามานีน้ัน้ถกูนิยาม

และศกึษาผา่นเง่ือนไขท่ีตวัหารร่วมมากของสองจํานวนเทา่กบั 1 ในตอนถดัไป เรานําเสนอกราฟฟังก์ชนัออยเลอร์วางนยัทัว่ไป

อีกประเภท คือประเภท (𝑛𝑛, 1, 𝑘𝑘) ซึง่นิยามและศกึษาโดยเง่ือนไขท่ีตวัหารร่วมมากของสองจํานวนไมเ่ทา่กบั 1  
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3.2 กราฟฟังก์ชนัออยเลอร์วางนยัทัว่ไปประเภท (𝑛𝑛, 1, 𝑘𝑘) 

กราฟฟังก์ชันออยเลอร์วางนยัทัว่ไปประเภท (𝑛𝑛, 1, 𝑘𝑘) ซึ่งเขียนแทนด้วย 𝐺𝐺(𝜙𝜙𝑘𝑘(𝑛𝑛, 1)) หรือ 𝐺𝐺(𝜙𝜙𝑘𝑘(𝑛𝑛))  เพ่ือความ

สะดวก คือกราฟท่ีมีเซตของจดุยอดคือ 

𝑉𝑉(𝐺𝐺(𝜙𝜙𝑘𝑘(𝑛𝑛))) = {𝑎𝑎 ∈ ℤ+ ∣ 1 ≤ 𝑎𝑎 ≤ 𝑛𝑛 และ gcd(𝑛𝑛, 𝑎𝑎)  =  𝑘𝑘} 

และเซตของเส้นเช่ือมคือ 

𝐸𝐸(𝐺𝐺(𝜙𝜙𝑘𝑘(𝑛𝑛))) = {𝑎𝑎𝑎𝑎 ∣ 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝑉𝑉(𝐺𝐺(𝜙𝜙𝑘𝑘(𝑛𝑛))) ซึง่ 𝑎𝑎 ≠ 𝑏𝑏 และ gcd(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) = 𝑘𝑘} 

ในกรณีท่ี 𝑘𝑘 = 1 กราฟ 𝐺𝐺(𝜙𝜙𝑘𝑘(𝑛𝑛))  คือกราฟฟังก์ชนัออยเลอร์ 𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛)) ใน (Shanmugavelan, 2017) นัน่เอง 

ตัวอย่าง 3.2.1 ตวัอยา่งกราฟ 𝐺𝐺(𝜙𝜙𝑘𝑘(𝑛𝑛)) 

 

    
𝐺𝐺(𝜙𝜙1(6)) 𝐺𝐺(𝜙𝜙2(6)) 𝐺𝐺(𝜙𝜙3(6)) 𝐺𝐺(𝜙𝜙6(6)) 

    

 

 

 
𝐺𝐺(𝜙𝜙3(9)) 𝐺𝐺(𝜙𝜙2(10)) 

 

Figure 4 Examples of generalized Euler function graphs of type (𝑛𝑛, 1, 𝑘𝑘)  

 

เราพบวา่กราฟฟังก์ชนัออยเลอร์วางนยัทัว่ไปประเภท (𝑛𝑛, 1, 𝑘𝑘) และกราฟฟังก์ชนัออยเลอร์มีความสมัพนัธ์กนัดงันี ้

ทฤษฎีบท 3.2.2 ให ้𝑛𝑛 และ 𝑘𝑘 เป็นจํานวนเต็มบวกซ่ึง 𝑘𝑘 ∣ 𝑛𝑛 จะไดว่้า 

 

𝐺𝐺�𝜙𝜙𝑘𝑘(𝑛𝑛)� ≅ 𝐺𝐺 �𝜙𝜙 �
𝑛𝑛
𝑘𝑘
�� 

 

พิสูจน์  นิยาม 𝑓𝑓: 𝑉𝑉(𝐺𝐺(𝜙𝜙𝑘𝑘(𝑛𝑛))) →  𝑉𝑉(𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛
𝑘𝑘

))) กําหนดโดย 𝑓𝑓(𝑎𝑎) = 𝑎𝑎
𝑘𝑘
 ให้ 𝑎𝑎 ∈ 𝑉𝑉(𝐺𝐺(𝜙𝜙𝑘𝑘(𝑛𝑛))) ดังนัน้ 1 ≤ 𝑎𝑎 ≤ 𝑛𝑛 และ 

gcd(𝑛𝑛,𝑎𝑎) = 𝑘𝑘 เพราะฉะนัน้ 1 ≤ 𝑎𝑎
𝑘𝑘
≤ 𝑛𝑛

𝑘𝑘
  และ gcd �𝑛𝑛

𝑘𝑘
, 𝑎𝑎
𝑘𝑘
� = 1 จึงทําให้  𝑎𝑎

𝑘𝑘
∈ 𝑉𝑉(𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛

𝑘𝑘
))) นัน่คือ 𝑓𝑓 เป็นฟังก์ชนัท่ีนิยามดีแล้ว 

ให้ 𝑎𝑎 และ 𝑏𝑏 เป็นจดุยอดใน 𝐺𝐺(𝜙𝜙𝑘𝑘(𝑛𝑛)) ซึง่ 𝑓𝑓(𝑎𝑎) = 𝑓𝑓(𝑏𝑏) ดงันัน้ 𝑎𝑎
𝑘𝑘

= 𝑏𝑏

𝑘𝑘
  จึงได้วา่ 𝑎𝑎 = 𝑏𝑏 สรุปได้วา่ 𝑓𝑓 เป็นฟังก์ชนัหนึง่ตอ่หนึง่ 

ในการแสดงว่า 𝑓𝑓 เป็นฟังก์ชันทั่วถึง เราให้ 𝑏𝑏 ∈ 𝑉𝑉(𝐺𝐺(𝜙𝜙(𝑛𝑛
𝑘𝑘

)))  จะได้ว่า 1 ≤ 𝑏𝑏 ≤ 𝑛𝑛
𝑘𝑘

 และ gcd(𝑛𝑛
𝑘𝑘

, 𝑏𝑏) = 1 ดังนัน้ มี

จํานวนเต็ม 𝑥𝑥 และ 𝑦𝑦 ซึ่ง 𝑛𝑛
𝑘𝑘
𝑥𝑥 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 = 1 นัน่คือ 𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 = 𝑘𝑘 สงัเกตว่า 1 ≤ 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ 𝑛𝑛 ต่อไป เราแสดงว่า gcd(𝑛𝑛, 𝑘𝑘𝑘𝑘) = 𝑘𝑘 

เห็นชัดว่า 𝑘𝑘 ∣ 𝑘𝑘𝑘𝑘 และ 𝑘𝑘 ∣ 𝑛𝑛 ให้ 𝑙𝑙 เป็นจํานวนเต็มบวกซึ่ง 𝑙𝑙 ∣ 𝑘𝑘𝑘𝑘 และ 𝑙𝑙 ∣ 𝑛𝑛 จาก 𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 = 𝑘𝑘 ดังนัน้ 𝑙𝑙 ∣ 𝑘𝑘 สรุปได้ว่า 

gcd(𝑛𝑛, 𝑘𝑘𝑘𝑘) = 𝑘𝑘 เพราะฉะนัน้ 𝑘𝑘𝑘𝑘 ∈ 𝑉𝑉(𝐺𝐺(𝜙𝜙𝑘𝑘(𝑛𝑛))) และ 𝑓𝑓(𝑘𝑘𝑘𝑘) = 𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑘𝑘

= 𝑏𝑏 จึงสรุปได้วา่ 𝑓𝑓 เป็นฟังก์ชนัทัว่ถึง 
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 ให้ 𝑎𝑎 และ 𝑏𝑏 เป็นจุดยอดใน 𝑉𝑉(𝐺𝐺(𝜙𝜙𝑘𝑘(𝑛𝑛))) นัน่คือ 𝑎𝑎
𝑘𝑘

 และ 𝑏𝑏
𝑘𝑘
 เป็นจุดยอดใน 𝐺𝐺 �𝜙𝜙 �𝑛𝑛

𝑘𝑘
�� จะได้ว่า 𝑎𝑎 ประชิดกับ 𝑏𝑏 ใน 

𝐺𝐺(𝜙𝜙𝑘𝑘(𝑛𝑛)) ก็ตอ่เมื่อ gcd(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) = 𝑘𝑘 ก็ตอ่เมื่อ gcd �𝑎𝑎
𝑘𝑘

, 𝑏𝑏
𝑘𝑘
� = 1 ก็ตอ่เมื่อ 𝑎𝑎

𝑘𝑘
 ประชิดกบั 𝑏𝑏

𝑘𝑘
 ใน 𝐺𝐺 �𝜙𝜙 �𝑛𝑛

𝑘𝑘
�� ดงันัน้ 𝑓𝑓 เป็นสมสณัฐาน

ของกราฟ นัน่คือ 𝐺𝐺(𝜙𝜙𝑘𝑘(𝑛𝑛)) สมสณัฐานกบั 𝐺𝐺 �𝜙𝜙 �𝑛𝑛
𝑘𝑘
�� ตามต้องการ                        

 เราทราบวา่กราฟฟังก์ชนัออยเลอร์ 𝐺𝐺 �𝜙𝜙 �𝑛𝑛
𝑘𝑘
�� คือกราฟฟังก์ชนัออยเลอร์วางนยัทัว่ไปประเภท (𝑛𝑛

𝑘𝑘
, 1,1) ท่ีได้ศกึษาใน

ตอนท่ี 3.1 ดงันัน้ ทฤษฎีบท 3.2.2 ทําให้เราสรุปสมบตัิบางประการของกราฟฟังก์ชนัออยเลอร์วางนยัทัว่ไปประเภท (𝑛𝑛, 1, 𝑘𝑘) 

โดยประยกุต์ใช้สมบตัิของกราฟฟังก์ชนัออยเลอร์ 𝐺𝐺 �𝜙𝜙 �𝑛𝑛
𝑘𝑘
�� ซึง่คือกราฟ 𝐺𝐺 �𝜙𝜙 �𝑛𝑛

𝑘𝑘
, 1�� ท่ีศกึษาในตอนท่ี 3.1 ได้ 

บทแทรก 3.2.3 จํานวนจดุยอดของกราฟ 𝐺𝐺�𝜙𝜙𝑘𝑘(𝑛𝑛)� คือ 𝜙𝜙 �𝑛𝑛
𝑘𝑘
� 

บทแทรก 3.2.4 กราฟ 𝐺𝐺(𝜙𝜙𝑘𝑘(𝑛𝑛)) เป็นกราฟชดั ก็ต่อเมื่อ 𝑛𝑛 = 𝑘𝑘 หรือ 𝑛𝑛 = 2𝑘𝑘 

จากทฤษฎีบท 3.1.6 และข้อสังเกต 3.1.7 จุดยอด 1 เป็นจุดยอดท่ีมีดีกรีมากท่ีสุดในกราฟ 𝐺𝐺 �𝜙𝜙 �𝑛𝑛
𝑘𝑘

, 1�� และ 

Δ𝐺𝐺�𝜙𝜙 �𝑛𝑛
𝑘𝑘

, 1�� = 𝜙𝜙 �𝑛𝑛
𝑘𝑘

, 1� − 1 สมบตัินีแ้ละทฤษฎีบท 3.2.2 สง่ผลให้ได้วา่ จดุยอด 𝑘𝑘 เป็นจดุยอดท่ีมีดีกรีมากท่ีสดุในกราฟ 

𝐺𝐺(𝜙𝜙𝑘𝑘(𝑛𝑛)) กลา่วคือเราได้บทแทรกตอ่ไปนี ้

บทแทรก 3.2.5 ดีกรีทีม่ากทีส่ดุของกราฟฟังก์ชนัออยเลอร์วางนยัทัว่ไปประเภท (𝑛𝑛, 1, 𝑘𝑘) คือ 𝛥𝛥𝐺𝐺(𝜙𝜙𝑘𝑘(𝑛𝑛)) = 𝜙𝜙 �𝑛𝑛
𝑘𝑘
� − 1 

 จากทฤษฎีบท 3.1.11 เราจึงได้ 

บทแทรก 3.2.6 กราฟฟังก์ชนัออยเลอร์วางนยัทัว่ไปประเภท (𝑛𝑛, 1, 𝑘𝑘) เป็นกราฟเชื่อมโยง 

นอกเหนือจากสมบตัข้ิางต้น เราสามารถพิสจูน์ความเป็นกราฟออยเลอร์ของกราฟ 𝐺𝐺�𝜙𝜙𝑘𝑘(𝑛𝑛)� ได้ดงันี ้

บทแทรก 3.2.7 กราฟฟังก์ชนัออยเลอร์วางนยัทัว่ไปประเภท (𝑛𝑛, 1, 𝑘𝑘) เป็นกราฟออยเลอร์ก็ต่อเมื่อ 𝑛𝑛 = 𝑘𝑘 หรือ 𝑛𝑛 = 2𝑘𝑘 

พิสูจน์ จากทฤษฎีบท 3.2.2 เรามีว่า 𝐺𝐺(𝜙𝜙𝑘𝑘(𝑛𝑛)) ≅ 𝐺𝐺 �𝜙𝜙 �𝑛𝑛
𝑘𝑘
�� สมมติ 𝑛𝑛 ≠ 𝑘𝑘 และ 𝑛𝑛 ≠ 2𝑘𝑘 เพราะฉะนัน้ 𝑛𝑛

𝑘𝑘
≥ 3 จากบท

แทรก 3.1.15 จะได้วา่ 𝐺𝐺 �𝜙𝜙 �𝑛𝑛
𝑘𝑘
�� ไมเ่ป็นกราฟออยเลอร์ เพราะฉะนัน้ 𝐺𝐺(𝜙𝜙𝑘𝑘(𝑛𝑛)) จึงไมเ่ป็นกราฟออยเลอร์ ในทางกลบักนั บท

แทรก 3.2.4 แสดงไว้วา่ถ้า 𝑛𝑛 = 𝑘𝑘 หรือ 𝑛𝑛 = 2𝑘𝑘 แล้ว 𝐺𝐺(𝜙𝜙𝑘𝑘(𝑛𝑛)) เป็นกราฟชดัซึง่เป็นกราฟออยเลอร์                      

   

วิจารณ์ผลการวิจัย 

กราฟฟังก์ชันออยเลอร์วางนยัทัว่ไปประเภท (𝑛𝑛,𝑑𝑑, 1) และกราฟฟังก์ชันออยเลอร์วางนยัทัว่ไปประเภท (𝑛𝑛, 1, 𝑘𝑘) มี

ความแตกต่างกันขึน้อยู่กบัจุดยอดและความสมัพนัธ์หารร่วมมากของจุดยอดในกราฟ เราเห็นได้ว่าทฤษฎีจํานวนมีบทบาท

สําคญัอย่างมากในการศึกษาสมบตัิของกราฟฟังก์ชันออยเลอร์วางนยัทัว่ไป ดงันัน้จึงถือได้ว่ากราฟฟังก์ชนัออยเลอร์วางนยั

ทัว่ไปเป็นกราฟท่ีเช่ือมโยงคณิตศาสตร์สองแขนง อนัได้แก่ ทฤษฎีกราฟและทฤษฎีจํานวนเข้าด้วยกนั เพราะฉะนัน้กราฟทัง้สอง

ประเภทจึงเป็นกราฟท่ีน่าสนใจในการศึกษาสมบตัิอ่ืน ๆ  ยิ่งไปกว่านัน้กราฟฟังก์ชนัออยเลอร์วางนยัทัว่ไปประเภท (𝑛𝑛,𝑑𝑑, 𝑘𝑘)  

ในกรณีอ่ืน ๆ ยงัเป็นหวัข้อเปิดท่ีสามารถศกึษา ขยายและตอ่ยอดงานวิจยัตอ่ไปได้ในอนาคต 
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สรุปผลการวิจัย 

ในงานวิจยันี ้เราได้นิยามกราฟฟังก์ชนัออยเลอร์วางนยัทัว่ไปประเภท (𝑛𝑛,𝑑𝑑, 𝑘𝑘) ซึ่งเป็นการวางนยัทัว่ไปกราฟกราฟ

ฟังก์ชนัออยเลอร์ท่ีได้มีการศกึษามาแล้วใน (Shanmugavelan, 2017) เราได้นําเสนอสมบตัิของกราฟฟังก์ชนัออยเลอร์วางนยั

ทัว่ไปประเภท (𝑛𝑛,𝑑𝑑, 1) และ (𝑛𝑛, 1, 𝑘𝑘) ซึง่ได้แก่ จํานวนของจดุยอด ดีกรีท่ีมากท่ีสดุของกราฟ บทสรุปวา่กราฟฟังก์ชนัออยเลอร์

วางนยัทัว่ไปทัง้ 2 ประเภทเป็นกราฟเช่ือมโยงและมีความสมัพนัธ์สมสณัฐานกนั รวมไปถึงความสมัพนัธ์ระหวา่งกราฟดงักลา่ว

กบักราฟจํานวนเฉพาะสมัพทัธ์และกราฟออยเลอร์ 
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