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บทคัดย่อ 
ให้ 𝐺 = (𝑉, 𝐸) เป็นกราฟ เซตย่อย 𝐷 ของ 𝑉 จะเป็นเซต 2-โดมิเนติงของกราฟ  𝐺  ถ้าจุดยอดแต่ละจุดใน 

𝑉 − 𝐷 ประชิดกับจุดยอดอย่างนอ้ยสองจุดใน 𝐷 และจะเรียกจ านวนสมาชิกของเซต 2-โดมิเนติงของกราฟ  𝐺 ที่มีจ านวน
สมาชิกนอ้ยที่สดุว่าจ านวน 2-โดมิเนชนัของกราฟ  𝐺 บทความวิจัยนี ้จะหาขอบเขตของจ านวน 2-โดมิเนชนัส าหรบักราฟพี
เตอรเ์ซนวางนยัทั่วไป 𝑃(𝑐𝑘, 𝑘) โดยที่ 𝑐 และ 𝑘 เป็นจ านวนเต็มบวกใด ๆ ที่ 𝑐 ≥ 3 

 

ค ำส ำคัญ  :  กราฟพีเตอรเ์ซนวางนยัทั่วไป ; เซต 2-โดมเินตงิ ; จ านวน 2-โดมิเนชนั 
 

Abstract 
 Let 𝐺 = (𝑉, 𝐸) be a graph.  A subset 𝐷 of 𝑉 is a 2- dominating set of  𝐺  if each vertex in 𝑉 − 𝐷 is 
adjacent to at least 2 vertices in 𝐷. The 2-domination number of 𝐺 is the smallest cardinality of a 2-dominating set 
of 𝐺. In this paper, we give a lower bound and an upper bound on the 2-domination number of generalized Petersen 
graphs 𝑃(𝑐𝑘, 𝑘), where 𝑐 and 𝑘 are integers in which 𝑐 ≥ 3.    
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บทน ำ 
 กราฟพีเตอร์เซน (Petersen graph) คือ กราฟเชิงเดียวที่มีจุดยอด 10 จุดและเสน้เช่ือม 15 เสน้ โดยที่จุด

ยอดแตล่ะจดุมีระดบัขัน้เทา่กบั 3 ดงัรูปท่ี 1 
 

 
 

ภาพที ่1  กราฟพเีตอรเ์ซน 
 

กราฟดงักลา่วสรา้งขึน้ในปี ค.ศ. 1898 โดยนกัคณิตศาสตรช์าวเดนมารก์นามวา่ Julius Petersen (Petersen, 1898) 
ซึง่หลงัจากทีก่ราฟพีเตอรเ์ซนสรา้งขึน้ไดม้ีนกัคณิตศาสตรห์ลายทา่นน ากราฟนีม้าเป็นตวัอยา่งและตวัอยา่งคา้นในทฤษฎีตา่ง ๆ 
ทางดา้นทฤษฎีกราฟ 

โดยในปี ค.ศ. 1950 Donald Coxeter (Coxeter, 1950) ไดส้รา้ง กราฟพเีตอรเ์ซนวางนยัทั่วไป (generalized 
Petersen graph) เขียนแทนดว้ย 𝑃(𝑛, 𝑘) ซึง่เป็นกราฟ 3-ปรกติ ทีม่ีจ  านวนจดุยอดเทา่กบั 2𝑛 โดยที ่𝑛 > 2𝑘  ซึง่เซตของจดุ
ยอดคือ 𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛, 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛} และเซตของเสน้เช่ือมคือ 𝐸 = ⋃ {𝑣𝑖𝑢𝑖, 𝑣𝑖𝑣𝑖+1, 𝑢𝑖𝑢𝑖+𝑘}𝑛

𝑖=1  เมื่อ
พิจารณาเลขดชันมีอดโุล 𝑛 และจากนิยามดงักลา่วจะเห็นไดว้า่กราฟพีเตอรเ์ซนคือกราฟพเีตอรเ์ซนวางนยัทั่วไป 𝑃(5,2) 

ให ้𝐺 = (𝑉, 𝐸) เป็นกราฟที่มี 𝑉 เป็นเซตของจดุยอด และ 𝐸 เป็นเซตของเสน้เช่ือม จะเรยีกเซตยอ่ย 𝐷 ของ 𝑉 วา่ เซต
โดมิเนตงิ (dominating set) ของกราฟ 𝐺 ถา้จดุยอดแตล่ะจดุใน 𝑉 − 𝐷 ประชิดกบัจดุยอดอยา่งนอ้ยหนึง่จดุใน 𝐷 นอกจากนี ้
จะเรยีกจ านวนสมาชิกของเซตโดมิเนตงิของกราฟ 𝐺 ที่มีจ านวนสมาชิกนอ้ยที่สดุวา่ จ านวนโดมิเนชนั (domination number) 
ของกราฟ 𝐺 เขียนแทนดว้ยสญัลกัษณ ์𝛾(𝐺) ดว้ยหลกัการและแนวคิดทีค่ลา้ยคลงึกนัสามารถนิยามเซต 2-โดมเินตงิของกราฟ 
𝐺 ได ้กลา่วคือถา้จดุยอดแตล่ะจดุใน 𝑉 − 𝐷 ประชิดกบัจดุยอดอยา่งนอ้ยสองจดุใน 𝐷 แลว้จะเรยีก 𝐷 วา่ เซต 2-โดมิเนตงิ (2-
dominating set) ของกราฟ 𝐺 และจ านวน 2-โดมเินชนั (2-domination number) ของกราฟ 𝐺 คือจ านวนสมาชิกของเซต 2-โด
มิเนตงิของกราฟ 𝐺 ที่มีจ านวนสมาชิกนอ้ยที่สดุ เขยีนแทนดว้ยสญัลกัษณ ์𝛾2(𝐺) จากการนิยามดงักลา่วจะไดว้า่ ถา้ 𝐷 เป็น
เซต 2-โดมเินติงของกราฟ 𝐺 แลว้ 𝐷 จะเป็นเซตโดมเินติงของกราฟ 𝐺 เป็นผลใหจ้ านวน 2-โดมิเนชนัของกราฟ 𝐺 จะมีคา่
มากกวา่หรอืเทา่กบัจ านวนโดมเินชนัของกราฟ 𝐺 

จ านวนโดมิเนชนัและจ านวน 2-โดมิเนชนัของกราฟพีเตอรเ์ซนวางนยัทั่วไป 𝑃(𝑛, 𝑘) ไดร้บัการศกึษาอยา่งกวา้งขวาง 
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และตอ่เนื่องยาวนานกวา่ 10 ปี โดยเริม่ตน้ในปี ค.ศ. 2008 Arash และคณะ (Arash et al., 2008) ไดศ้กึษาเก่ียวกบัขอบเขตบน

ของจ านวนโดมเินชนัส าหรบักราฟพีเตอรเ์ซนวางนยัทั่วไป 𝑃(𝑛, 𝑘) และผลลพัธค์ือ 𝛾(𝑃(𝑛, 𝑘)) ≤ ⌈
3𝑛

5
⌉  ส  าหรบัทกุ 𝑛 ที่เป็น

จ านวนเตม็คี่และ 𝑛 ≥ 3  นอกจากนีย้งัไดเ้สนอขอ้ความคาดการณว์า่ขอบเขตบนที่ไดเ้ป็นคา่จรงิของจ านวนโดมิเนชนัส าหรบั
กราฟพีเตอรเ์ซนวางนยัทั่วไป 𝑃(𝑛, 𝑘) ตอ่มาในปี ค.ศ. 2009 Ebrahimi และคณะ (Ebrahimi et al., 2009) ไดศ้กึษาจ านวนโด
มิเนชนัส าหรบักราฟพีเตอรเ์ซนวางนยัทั่วไป 𝑃(𝑛, 𝑘) เมื่อ 1 ≤ 𝑘 ≤ 3 โดยที่จ านวนโดมิเนชนัของกราฟพีเตอรเ์ซนวางนยั
ทั่วไป 𝑃(𝑛, 2) มีผลลพัธเ์ดียวกนักบั Fu และคณะ (Fu et al., 2009)   และ Yang และคณะ (Yang et al., 2009) โดยที่ Yang 
และคณะ ไดพ้ิสจูนข์อ้ความคาดการณข์อง Arash และคณะ ซึง่ตอ่มาในปี ค.ศ. 2010 Zhao และคณะ (Zhao et al., 2010)  ได้
ศกึษาเก่ียวกบัจ านวนโดมเินชนัส าหรบักราฟพีเตอรเ์ซนวางนยัทั่วไป 𝑃(𝑐𝑘, 𝑘) โดยที่ 𝑐 ≥ 3 และไดแ้สดงวา่ 

𝛾(𝑃(3𝑘, 𝑘)) = ⌈
5𝑘

3
⌉ ส  าหรบัทกุ 𝑘 ที่ 𝑘 ≥ 1 และ 𝛾(𝑃(4𝑘, 𝑘)) = 2𝑘 ส าหรบัทกุ 𝑘 ที่เป็นจ านวนเต็มคี่  

นอกจากนีใ้นปี ค.ศ. 2013 Cheng (Cheng, 2013) ไดศ้กึษาเก่ียวกบัจ านวน 2-โดมิเนชนัของกราฟพีเตอรเ์ซนวางนยั
ทั่วไป 𝑃(𝑛, 𝑘) ซึง่ไดผ้ลลพัธด์งัตารางที่ 1 

 

ตารางที ่1  จ านวน 2-โดมเินชนัของกราฟพเีตอรเ์ซนวางนยัทั่วไปที่ Cheng ศกึษา  
 
 

 
 
 
 
 
 
 

ตอ่มาในปี ค.ศ. 2018 Bakhshesh และคณะ (Bakhshesh et al., 2018) ไดพ้ิสจูนว์า่จ านวน 2-โดมิเนชนัของกราฟพีเตอรเ์ซน
วางนยัทั่วไป 𝑃(5𝑘 + 1,2) และ 𝑃(5𝑘 + 2,2) ส  าหรบัทกุ 𝑘 > 0 มีคา่เทา่กบั 4𝑘 + 2 และ 4𝑘 + 3  ตามล าดบั และได้
แสดงวา่จ านวน 2-โดมเินชนัส าหรบักราฟพีเตอรเ์ซนวางนยัทั่วไป 𝑃(2𝑘, 𝑘) และ 𝑃(5𝑘 + 4,3) มีคา่เทา่กบั 2𝑘 และ 4𝑘 +

4 ตามล าดบั นอกจากนีย้งัไดห้าขอบเขตลา่งและขอบเขตบนของจ านวน 2-โดมิเนชนัส าหรบักราฟพีเตอรเ์ซนวางนยัทั่วไป

 𝑃(5𝑘 + 1,3), 𝑃(5𝑘 + 2,3) และ 𝑃(5𝑘 + 3,3) ส  าหรบัทกุ 𝑘 > 0 ซึง่ไดผ้ลลพัธ ์ดงันี ้
4𝑘 + 1 ≤ 𝛾2(𝑃(5𝑘 + 1,3)) ≤ 4𝑘 + 2 
4𝑘 + 2 ≤ 𝛾2(𝑃(5𝑘 + 2,3)) ≤ 4𝑘 + 3 
4𝑘 + 3 ≤ 𝛾2(𝑃(5𝑘 + 3,3)) ≤ 4𝑘 + 4 

 

กรำฟ จ ำนวน 2-โดมิเนชัน 

𝑃(𝑛, 1) 𝑛 
𝑃(5𝑘, 5𝑡 + 2) 4𝑘 เมื่อ 𝑘 > 0 และ 0 ≤ 𝑡 < 𝑘 
𝑃(5𝑘, 5𝑡 + 3) 4𝑘 เมื่อ 𝑘 > 0 และ 0 ≤ 𝑡 < 𝑘 
𝑃(5𝑘 + 3,2) 4𝑘 + 3 เมื่อ 𝑘 > 0 
𝑃(5𝑘 + 4,2) 4𝑘 + 4 เมื่อ 𝑘 > 0 
𝑃(6,2) 6 
𝑃(7,2) 7 
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มากไปกวา่นัน้ยงัไดเ้สนอขอ้ความคาดการณว์า่ 𝛾2(𝑃(5𝑘 + 1,3)) = 4𝑘 + 2,  𝛾2(𝑃(5𝑘 + 2,3)) = 4𝑘 + 3 และ  
𝛾2(𝑃(5𝑘 + 3,3)) = 4𝑘 + 4 ตอ่มาในปี ค.ศ. 2020  Chen และ Zhao (Chen et al., 2020) ไดพ้ิสจูนว์า่จ านวน 2-โด
มิเนชนัส าหรบักราฟพีเตอรเ์ซนวางนยัทั่วไป 𝑃(5𝑘 + 1,3), 𝑃(5𝑘 + 2,3) และ 𝑃(5𝑘 + 3,3) มีคา่เทา่กบั 4𝑘 + 2,  

4𝑘 + 3 และ 4𝑘 + 4 ตามล าดบั ซึง่เป็นการพิสจูนข์อ้ความคาดการณข์อง Baskhshesh และคณะ 
ในบทความวิจยันี ้คณะผูว้ิจยัใหข้อบเขตลา่งและขอบเขตบนของจ านวน 2-โดมเินชนัส าหรบักราฟพีเตอรเ์ซน 

วางนยัทั่วไป 𝑃(𝑐𝑘, 𝑘) โดยที่ 𝑐 และ 𝑘 เป็นจ านวนเต็มบวกใด ๆ ท่ี 𝑐 ≥ 3  
 
วิธีด ำเนินกำรวิจัย 
 ผูว้ิจยัมขีัน้ตอนการด าเนินการวิจยั ดงันี ้

1. คน้ควา้เอกสาร ต ารา วารสาร และเอกสารสิง่พิมพท์ีเ่ก่ียวขอ้งกบังานวจิยัดา้นจ านวนโดมิเนชนัของกราฟ 

2. ศกึษาทฤษฎีบทเก่ียวกบัจ านวนโดมิเนชนัท่ีมีอยูใ่นเอกสารและงานวิจยัทีค่น้ควา้ 

3. หาเซต 2-โดมิเนติงของกราฟพเีตอรเ์ซนวางนยัทั่วไป 𝑃(𝑐𝑘, 𝑘) ในกรณีที่ 𝑐 และ 𝑘 เป็นจ านวนเตม็บวกนอ้ย ๆ 

และหารูปแบบของเซต 2-โดมเินติงในกรณีทั่วไป 

4. พิสจูนรู์ปแบบในขอ้ 3 และสรุปเป็นบทตัง้และทฤษฎีบทซึง่น าเสนอในหวัขอ้ถดัไป 

    
ผลกำรวิจัย   

ในหวัขอ้นีจ้ะกลา่วถงึผลที่ไดจ้ากการศกึษา ซึง่คือการหาขอบเขตของจ านวน 2-โดมิเนชนัส าหรบักราฟพีเตอรเ์ซนวาง
นยัทั่วไป 𝑃(𝑐𝑘, 𝑘) เมื่อ 𝑐 และ 𝑘 เป็นจ านวนเต็มบวก ที่ 𝑐 ≥ 3 โดยการศกึษาขอบเขตบนจะแบง่ออกเป็น 4 กรณีดงันี ้

--  𝑐 เป็นจ านวนเต็มบวกคี่ และ 𝑘 เป็นจ านวนเต็มบวกคี ่
--  𝑐 เป็นจ านวนเต็มบวกคี่ และ 𝑘 เป็นจ านวนเต็มบวกคู ่ 
--  𝑐 เป็นจ านวนเต็มบวกคู ่และ 𝑘 เป็นจ านวนเต็มบวกคี่  
--  𝑐 เป็นจ านวนเต็มบวกคู ่และ 𝑘 เป็นจ านวนเต็มบวกคู ่

และการศกึษาขอบเขตลา่งจะพิจารณาที่ 𝑐 และ 𝑘 เป็นจ านวนเต็มบวกใด ๆ ที่ 𝑐 ≥ 3 
 ในท่ีนีเ้มื่อพจิารณา 𝐷 ⊆ 𝑉 และ 𝑤 ∈ 𝑉 − 𝐷 ถา้ 𝑤 ประชิดกบัจดุยอดใน 𝐷 อยา่งนอ้ย 2 จดุ แลว้จะกลา่ววา่ 𝑤 ถูก 
2-โดมเินตโดย 𝐷 (𝑤 is 2-dominated by 𝐷) 

บทตัง้ 1 ถา้ 𝑐 เป็นจ านวนเตม็บวกคี ่และ 𝑘 เป็นจ านวนเตม็บวกคี ่แลว้ 𝛾2(𝑃(𝑐𝑘, 𝑘)) ≤ 𝑐𝑘 
พิสูจน ์สมมติ 𝑐 เป็นจ านวนเต็มบวกคี่ และ 𝑘 เป็นจ านวนเต็มบวกคี่ ดงันัน้จะมจี านวนเตม็ 𝑚 และ 𝑛 ที ่𝑐 = 2𝑚 + 1 และ 
𝑘 = 2𝑛 + 1 ในท่ีนีจ้ะพิสจูนโ์ดยการสรา้งเซต 2-โดมเินติง 𝐷 ของกราฟ 𝑃(𝑐𝑘, 𝑘) ซึง่ก าหนดดงันี ้
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𝐷 = {𝑣2𝑖+1 ∶  0 ≤ 𝑖 ≤
𝑐𝑘 − 3

2
} ∪ {𝑣𝑐𝑘−1} ∪ {𝑢2𝑗 ∶ 1 ≤ 𝑗 ≤

𝑐𝑘 − 3

2
} ∪ {𝑢𝑐𝑘} 

จะเห็นไดว้า่สมาชิกในเซต 𝐷 ประกอบไปดว้ยจดุยอด 𝑣𝑖 ที ่𝑖 เป็นจ านวนเตม็คี่และ 𝑖 ≠ 𝑐𝑘 และจดุยอด 𝑢𝑗  ที ่𝑗 จ านวนเต็มคู ่
และ 𝑗 ≠ 𝑐𝑘 − 1  และไดว้า่   

𝑉 − 𝐷 = {𝑣2𝑖 ∶  1 ≤ 𝑖 ≤
𝑐𝑘 − 3

2
} ∪ {𝑣𝑐𝑘} ∪ {𝑢2𝑗+1 ∶ 0 ≤ 𝑗 ≤

𝑐𝑘 − 3

2
} ∪ {𝑢𝑐𝑘−1} 

จะแสดงวา่จดุยอดแตล่ะจดุใน  𝑉 − 𝐷 ประชิดกบัจดุยอดอยา่งนอ้ยสองจดุใน 𝐷 ให ้𝑤 ∈ 𝑉 − 𝐷 

กรณีที่ 1: 𝑤 ∈ {𝑣2𝑖 ∶  1 ≤ 𝑖 ≤
𝑐𝑘−3

2
}  ไดว้า่ มีจ านวนเต็ม 𝑖 ซึง่ 1 ≤ 𝑖 ≤

𝑐𝑘−3

2
 ที่ 𝑤 = 𝑣2𝑖   จึงไดว้า่จดุยอด 𝑣2𝑖 จะ

ประชิดกบัจดุยอดสามจดุ ไดแ้ก่ 𝑣2𝑖−1, 𝑣2𝑖+1 และ 𝑢2𝑖 ซึง่จะเห็นไดว้า่จดุยอด 𝑣2𝑖+1 ∈ 𝐷 และจดุยอด 𝑢2𝑖 ∈ 𝐷 ดงันัน้จดุ
ยอด 𝑣2𝑖 ถกู 2-โดมิเนตโดย 𝐷 

กรณีที่ 2: 𝑤 = 𝑣𝑐𝑘 จะไดว้า่จดุยอด 𝑣𝑐𝑘 จะประชิดกบัจดุยอดสามจดุ ไดแ้ก่ 𝑣𝑐𝑘−1, 𝑣1 และ 𝑢𝑐𝑘 จะเห็นไดว้า่จดุยอด 
𝑣𝑐𝑘−1 ∈ 𝐷 และจดุยอด 𝑢𝑐𝑘 ∈ 𝐷 ดงันัน้จดุยอด 𝑣𝑐𝑘 ถกู 2-โดมเินตโดย 𝐷 

กรณีที่ 3: 𝑤 ∈ {𝑢2𝑗+1 ∶  0 ≤ 𝑗 ≤
𝑐𝑘−3

2
} ไดว้า่มีจ านวนเต็ม 𝑗 ซึง่ 0 ≤ 𝑗 ≤

𝑐𝑘−3

2
 ที่ 𝑤 = 𝑢2𝑗+1 จะไดว้า่จดุยอด 𝑢2𝑗+1 

จะประชิดกบัจดุยอดสามจดุ ไดแ้ก่ 𝑢2𝑗+1−𝑘, 𝑢2𝑗+1+𝑘 และ 𝑣2𝑗+1 ซึง่จะเห็นไดว้า่จดุยอด 𝑣2𝑗+1 ∈ 𝐷 แยกพิจารณาเป็น 2 
กรณียอ่ย ดงันี ้

กรณียอ่ย 3.1: 0 ≤ 𝑗 ≤
𝑐𝑘−(𝑘+4)

2
  พิจารณาจดุยอด 𝑢2𝑗+1+𝑘 เนื่องจาก 𝑘 = 2𝑛 + 1 ดงันัน้  

2𝑗 + 1 + 𝑘 = 2𝑗 + 1 + (2𝑛 + 1) = 2𝑗 + 2𝑛 + 2 = 2(𝑗 + 𝑛 + 1) 
โดยที่ 𝑗 + 𝑛 + 1 ∈ ℤ พิจารณา 𝑗 + 𝑛 + 1 เนื่องจาก 𝑛 ≥ 0 จึงไดว้า่ 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑗 + 𝑛 + 1 ≤

𝑐𝑘−(𝑘+4)

2
+

𝑘−1

2
+ 1 =

𝑐𝑘−3

2
  ดงันัน้จดุยอด 𝑢2𝑗+1+𝑘 ∈ 𝐷 นั่นคือจดุยอด 𝑢2𝑗+1 ถกู 2-โดมเินตโดย 𝐷  

กรณียอ่ย 3.2: 𝑐𝑘−(𝑘+4)

2
< 𝑗 ≤

𝑐𝑘−3

2
 พิจารณาจดุยอด 𝑢2𝑗+1−𝑘 เนื่องจาก 𝑘 = 2𝑛 + 1 ดงันัน้ 

2𝑗 + 1 − 𝑘 = 2𝑗 + 1 − (2𝑛 + 1) = 2𝑗 − 2𝑛 = 2(𝑗 − 𝑛)  โดยที่ 𝑗 − 𝑛 ∈ ℤ 

พิจารณา  𝑗 − 𝑛 จะไดว้า่ 0 ≤
(𝑐−2)𝑘−1

2
= (

𝑐𝑘−(𝑘+4)

2
+ 1) − (

𝑘−1

2
) ≤ 𝑗 − 𝑛 ≤ 𝑗 ≤

𝑐𝑘−3

2
   ดงันัน้จดุยอด 

𝑢2𝑗+1−𝑘 ∈ 𝐷 นั่นคือจดุยอด 𝑢2𝑗+1 ถกู 2-โดมเินตโดย 𝐷  

กรณีที่ 4: 𝑤 = 𝑢𝑐𝑘−1 จะไดว้า่จดุยอด 𝑢𝑐𝑘−1 จะประชิดกบัจดุยอดสามจดุ ไดแ้ก่ 𝑢𝑐𝑘−1−𝑘, 𝑢𝑐𝑘−1+𝑘 และ 𝑣𝑐𝑘−1 ซึง่จะเห็น
ไดว้า่จดุยอด 𝑣𝑐𝑘−1 ∈ 𝐷 พิจารณาจดุยอด 𝑢𝑐𝑘−1+𝑘 ซึง่แยกพิจารณาเป็น 2 กรณียอ่ย ดงันี ้

กรณียอ่ย  4.1: 𝑘 = 1 จะไดว้า่ 𝑢𝑐𝑘−1+𝑘 = 𝑢𝑐𝑘 ∈ 𝐷 ดงันัน้จดุยอด 𝑢𝑐𝑘−1 ถกู 2-โดมิเนตโดย 𝐷 
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กรณียอ่ย 4.2: 𝑘 ≥ 2 เนื่องจาก 𝑐𝑘 − 1 + 𝑘 ≡ 𝑘 − 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑐𝑘) ดงันัน้จดุยอด 𝑢𝑐𝑘−1+𝑘 = 𝑢𝑘−1 และ 
𝑢𝑘−1 ≠ 𝑢𝑐𝑘−1 จึงไดว้า่จดุยอด 𝑢𝑘−1 = 𝑢(2𝑛+1)−1 = 𝑢2𝑛 ∈ 𝐷  ดงันัน้จดุยอด 𝑢𝑐𝑘−1 ถกู 2-โดมิเนตโดย 𝐷 

จากทัง้ 4 กรณีจะเห็นไดว้า่จดุยอดแตล่ะจดุใน 𝑉 − 𝐷 ประชิดกบัจดุยอดอยา่งนอ้ยสองจดุใน 𝐷 จึงสรุปไดว้า่ 𝐷 เป็นเซต 2-โด
มิเนตงิของกราฟ 𝑃(𝑐𝑘, 𝑘)  เมื่อ 𝑐 และ 𝑘 เป็นจ านวนเต็มบวกคี่ และไดว้า่ 

|𝐷| = (
𝑐𝑘 − 1

2
) + 1 + (

𝑐𝑘 − 3

2
) + 1 = 𝑐𝑘 

ดงันัน้ 𝛾2(𝑃(𝑐𝑘, 𝑘)) ≤ |𝐷| = 𝑐𝑘                                                                                                                             #    
 
บทตัง้ 2 ถา้ 𝑐 เป็นจ านวนเตม็บวกคี ่และ 𝑘 เป็นจ านวนเตม็บวกคู่ แลว้ 𝛾2(𝑃(𝑐𝑘, 𝑘)) ≤ 𝑐𝑘 
พิสูจน ์สมมติ 𝑐 เป็นจ านวนเต็มบวกคี่ และ 𝑘 เป็นจ านวนเต็มบวกคู ่ดงันัน้จะมจี านวนเตม็ 𝑚 และ 𝑛 ที่ 𝑐 = 2𝑚 + 1 และ 
𝑘 = 2𝑛 ในท่ีนีจ้ะพิสจูนโ์ดยการสรา้งเซต 2-โดมเินติง 𝐷 ของกราฟ 𝑃(𝑐𝑘, 𝑘) ซึง่ก าหนดดงันี ้

𝐷 = {𝑣2𝑖+1 ∶  0 ≤ 𝑖 ≤
𝑐𝑘−2

2
} ∪ {𝑢2𝑗 ∶  1 ≤ 𝑗 ≤

𝑘

2
} ∪ {𝑢𝑗+2𝑠𝑘 ∶ 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘 และ 1 ≤ 𝑠 ≤

𝑐−1

2
} 

จะเห็นไดว้า่สมาชิกในเซต 𝐷 ประกอบไปดว้ยจดุยอด 𝑣𝑖 ที ่𝑖 เป็นจ านวนเต็มคี ่และไดว้า่   

𝑉 − 𝐷 = {𝑣2𝑖 ∶  1 ≤ 𝑖 ≤
𝑐𝑘

2
} ∪ {𝑢2𝑗+1 ∶  0 ≤ 𝑗 ≤

𝑘−2

2
} ∪ {𝑢𝑗+(2𝑠+1)𝑘 ∶ 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘 และ 1 ≤ 𝑠 ≤

𝑐−3

2
} 

จะแสดงวา่จดุยอดแตล่ะจดุใน  𝑉 − 𝐷 ประชิดกบัจดุยอดอยา่งนอ้ยสองจดุใน 𝐷 ให ้𝑤 ∈ 𝑉 − 𝐷 

กรณีที่ 1: 𝑤 ∈ {𝑣2𝑖 ∶  1 ≤ 𝑖 ≤
𝑐𝑘

2
} จะไดว้า่มจี านวนเตม็ 𝑖 ซึง่ 1 ≤ 𝑖 ≤

𝑐𝑘

2
 ที ่𝑤 = 𝑣2𝑖 จึงไดว้า่จดุยอด 𝑣2𝑖 จะประชิด

กบัจดุยอดสามจดุ ไดแ้ก่ 𝑣2𝑖−1, 𝑣2𝑖+1 และ 𝑢2𝑖 พิจารณาจดุยอด 𝑣2𝑖−1 = 𝑣2𝑖−2+1 = 𝑣2(𝑖−1)+1 เนื่องจาก 1 ≤ 𝑖 ≤
𝑐𝑘

2
  

จึงไดว้า่ 0 ≤ 𝑖 − 1 ≤
𝑐𝑘−2

2
  ดงันัน้จดุยอด 𝑣2𝑖−1 ∈ 𝐷 พิจารณาจดุยอด 𝑣2𝑖+1 ถา้ 1 ≤ 𝑖 ≤

𝑐𝑘−2

2
 จะไดว้า่ 𝑣2𝑖+1 ∈ 𝐷 

และถา้ 𝑖 =
𝑐𝑘

2
 จะไดว้า่ 𝑣2𝑖+1 = 𝑣

2(
𝑐𝑘

2
)+1

= 𝑣𝑐𝑘+1 = 𝑣1 ∈ 𝐷 ดงันัน้จดุยอด 𝑣2𝑖+1 ∈ 𝐷 นั่นคือจดุยอด 𝑣2𝑖 ถกู 2-โดมิ

เนตโดย 𝐷 

กรณีที่ 2: 𝑤 ∈ {𝑢2𝑗+1 ∶  0 ≤ 𝑗 ≤
𝑘−2

2
} จะไดว้า่มีจ านวนเต็ม 𝑗 ซึง่ 0 ≤ 𝑗 ≤

𝑘−2

2
 ที ่𝑤 = 𝑢2𝑗+1 จึงไดว้า่จดุยอด 𝑢2𝑗+1 

จะประชิดกบัจดุยอดสามจดุ ไดแ้ก่ 𝑢2𝑗+1−𝑘, 𝑢2𝑗+1+𝑘 และ 𝑣2𝑗+1 ซึง่จะเห็นไดว้า่จดุยอด 𝑣2𝑗+1 ∈ 𝐷 ตอ่ไปจะพิจารณาจดุ
ยอด 𝑢2𝑗+1−𝑘  เนื่องจาก  

2𝑗 + 1 − 𝑘 ≡ (𝑐 − 1)𝑘 + 2𝑗 + 1(𝑚𝑜𝑑 𝑐𝑘) 
ดงันัน้จดุยอด  𝑢2𝑗+1−𝑘 = 𝑢(𝑐−1)𝑘+2𝑗+1 เนื่องจาก 0 ≤ 𝑗 ≤

𝑘−2

2
   จึงไดว้า่  1 ≤ 2𝑗 + 1 ≤ 𝑘 − 1 สรุปไดว้า่จดุยอด 

𝑢2𝑗+1−𝑘 ∈ 𝐷 ดงันัน้จดุยอด 𝑢2𝑗+1 ถกู 2-โดมเินตโดย 𝐷 

กรณีที่ 3: 𝑤 ∈ {𝑢𝑗+𝑘 , 𝑢𝑗+3𝑘 , … , 𝑢𝑗+(𝑐−2)𝑘 ∶ 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘} แยกพิจารณาเป็น 2 กรณียอ่ย ดงันี ้ 
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กรณียอ่ย 3.1: 𝑤 ∈ {𝑢𝑗+𝑘 ∶  1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘} จะไดว้า่มจี านวนเต็ม 𝑗 ซึง่ 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘 ที่ 𝑤 = 𝑢𝑗+𝑘 จึงไดว้า่จดุยอด 
𝑢𝑗+𝑘 จะประชิดกบัจดุยอดสามจดุ ไดแ้ก่ 𝑢𝑗, 𝑢𝑗+2𝑘 และ 𝑣𝑗+𝑘 ซึง่จะเห็นไดว้า่จดุยอด 𝑢𝑗+2𝑘 ∈ 𝐷 และแบง่เป็น 2 กรณียอ่ย
ดงันี ้

กรณียอ่ย 3.1.1: 𝑗 ∈ {1,3,5, … , 𝑘 − 1} พิจารณาจดุยอด 𝑣𝑗+𝑘 เนื่องจาก 𝑗 เป็นจ านวนเต็มคี่ และ 𝑘 เป็น
จ านวนเตม็คู ่ดงันัน้จดุยอด 𝑣𝑗+𝑘  มีเลขดชันีเป็นจ านวนเตม็คี่ นั่นคือจดุยอด 𝑣𝑗+𝑘 ∈ 𝐷 ดงันัน้จดุยอด 𝑢𝑗+𝑘 ถกู 2-โดมิ
เนตโดย 𝐷 

กรณียอ่ย 3.1.2: 𝑗 ∈ {2,4,6, … , 𝑘}  พิจารณาจดุยอด 𝑢𝑗 เนื่องจาก 𝑗 เป็นจ านวนเต็มคู ่นั่นคือ 𝑢𝑗 ∈ 𝐷 ดงันัน้
จดุยอด 𝑢𝑗+𝑘 ถกู 2-โดมิเนตโดย 𝐷 
กรณียอ่ย 3.2: 𝑤 ∈ {𝑢𝑗+3𝑘, 𝑢𝑗+5𝑘 … , 𝑢𝑗+(𝑐−2)𝑘 ∶  1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘} จะไดว้า่มีจ านวนเต็ม 𝑝  ซึง่ 1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑚 − 1 

ที ่ 𝑤 = 𝑢𝑗+(2𝑝+1)𝑘  จึงท าใหไ้ดว้า่จดุยอด 𝑢𝑗+(2𝑝+1)𝑘 จะประชิดกบัจดุยอดทัง้หมดสามจดุ ไดแ้ก ่
𝑢𝑗+(2𝑝+1)𝑘−𝑘,  𝑢𝑗+(2𝑝+1)𝑘+𝑘 และ 𝑣𝑗+(2𝑝+1)𝑘 จากการก าหนดเซต 𝐷 จะไดว้า่ 𝑢𝑗+2𝑞𝑘 ∈ 𝐷  ส  าหรบัทกุจ านวนเต็ม 𝑞 ที่ 
1 ≤ 𝑞 ≤ 𝑚 ดงันัน้พิจารณาจดุยอด  𝑢𝑗+(2𝑝+1)𝑘−𝑘 = 𝑢𝑗+2𝑝𝑘  ∈ 𝐷 และจดุยอด 𝑢𝑗+(2𝑝+1)𝑘+𝑘 = 𝑢𝑗+2(𝑝+1)𝑘 
เนื่องจาก 1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑚 − 1 จึงไดว้า่ 2 ≤ 𝑝 + 1 ≤ 𝑚 ดงันัน้จดุยอด 𝑢𝑗+(2𝑝+1)𝑘+𝑘 ∈ 𝐷 สรุปไดว้า่จดุยอด 𝑢𝑗+(2𝑝+1)𝑘 
ถกู 2-โดมิเนตโดย 𝐷 

จากทัง้ 3 กรณีจะเห็นไดว้า่จดุยอดแตล่ะจดุใน 𝑉 − 𝐷 ประชิดกบัจดุยอดอยา่งนอ้ยสองจดุใน 𝐷 สรุปไดว้า่ 𝐷 เป็นเซต 2-โดมิ
เนติงของกราฟ 𝑃(𝑐𝑘, 𝑘)  เมือ่ 𝑐 เป็นจ านวนเต็มบวกคี่ และ 𝑘 เป็นจ านวนเตม็บวกคู ่และไดว้า่ 

|𝐷| =
𝑐𝑘

2
+

𝑘

2
+ (

𝑐 − 1

2
) 𝑘 = 𝑐𝑘 

ดงันัน้ 𝛾2(𝑃(𝑐𝑘, 𝑘)) ≤ |𝐷| = 𝑐𝑘                                                                                                                               # 
 
บทตัง้ 3 ถา้ 𝑐 เป็นจ านวนเตม็บวกคู ่และ 𝑘 เป็นจ านวนเต็มบวกคี่ แลว้ 𝛾2(𝑃(𝑐𝑘, 𝑘)) ≤ 𝑐𝑘 

พิสูจน ์สมมติ 𝑐 เป็นจ านวนเต็มบวกคู ่และ 𝑘 เป็นจ านวนเต็มบวกคี่ ดงันัน้จะมีจ านวนเตม็ 𝑚 และ 𝑛 ที่ 𝑐 = 2𝑚 และ 𝑘 =

2𝑛 + 1 ในท่ีนีจ้ะพิสจูนโ์ดยการสรา้งเซต 2-โดมเินติง 𝐷 ของกราฟ 𝑃(𝑐𝑘, 𝑘) ซึง่ก าหนดดงันี ้

𝐷 = {𝑣2𝑖+1 ∶ 0 ≤ 𝑖 ≤
𝑐𝑘 − 2

2
} ∪ {𝑢2𝑗 ∶ 1 ≤ 𝑗 ≤

𝑐𝑘

2
} 

จะเห็นไดว้า่สมาชิกในเซต 𝐷 ประกอบไปดว้ยจดุยอด 𝑣𝑖 ทกุจดุที ่𝑖 เป็นจ านวนเต็มคี่ และจดุยอด 𝑢𝑗 ทกุจดุที่มี 𝑗 เป็นจ านวน
เต็มคู ่และไดว้า่ 

𝑉 − 𝐷 = {𝑣2𝑖 ∶  1 ≤ 𝑖 ≤
𝑐𝑘

2
} ∪ {𝑢2𝑗+1 ∶  0 ≤ 𝑗 ≤

𝑐𝑘 − 2

2
} 

จะแสดงวา่จดุยอดแตล่ะจดุใน 𝑉 − 𝐷 ประชิดกบัจดุยอดอยา่งนอ้ยสองจดุใน 𝐷 ให ้𝑤 ϵ 𝑉 − 𝐷 
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กรณีที่ 1: 𝑤 ∈ {𝑣2𝑖 ∶  1 ≤ 𝑖 ≤
𝑐𝑘

2
} จะไดว้า่มีจ านวนเตม็ 𝑖 ซึง่ 1 ≤ 𝑖 ≤

𝑐𝑘

2
 ที ่𝑤 = 𝑣2𝑖  จึงไดว้า่จดุยอด 𝑣2𝑖 จะประชิด

กบัจดุยอดสามจดุ ไดแ้ก่ 𝑣2𝑖−1, 𝑣2𝑖+1 และ 𝑢2𝑖 ซึง่จะเห็นไดว้า่จดุยอด 𝑢2𝑖 ∈ 𝐷 พิจารณาจดุยอด 𝑣2𝑖+1  ถา้ 1 ≤ 𝑖 ≤
𝑐𝑘−2

2
  

จะไดว้า่ 𝑣2𝑖+1 ∈ 𝐷 และถา้ 𝑖 =
𝑐𝑘

2
 จะไดว้า่ 𝑣2𝑖+1 = 𝑣

2(
𝑐𝑘

2
)+1

= 𝑣𝑐𝑘+1 = 𝑣1 ∈ 𝐷 นั่นคอืจดุยอด 𝑣2𝑖+1 ∈ 𝐷 ดงันัน้

จดุยอด 𝑣2𝑖 ถกู 2-โดมเินตโดย 𝐷 

กรณีที่ 2: 𝑤 ∈ {𝑢2𝑗+1 ∶  0 ≤ 𝑗 ≤
𝑐𝑘−2

2
} จะไดว้า่มจี านวนเตม็ 𝑗 ซึง่ 0 ≤ 𝑗 ≤

𝑐𝑘−2

2
 ที ่ 𝑤 = 𝑢2𝑗+1 จึงไดว้า่จดุยอด 

𝑢2𝑗+1 จะประชิดกบัจดุยอดสามจดุ ไดแ้ก่ 𝑢2𝑗+1−𝑘, 𝑢2𝑗+1+𝑘 และ 𝑣2𝑗+1 ซึง่จะเห็นไดว้า่จดุยอด 𝑣2𝑗+1 ∈  𝐷 แยกพิจารณา
เป็น 2 กรณียอ่ยดงันี ้

กรณียอ่ย 2.1: 0 ≤ 𝑗 ≤
𝑐𝑘−(𝑘+1)

2
  พิจารณาจดุยอด 𝑢2𝑗+1+𝑘 เนื่องจาก 𝑘 = 2𝑛 + 1 ดงันัน้ 

2𝑗 + 1 + 𝑘 = 2𝑗 + 1 + (2𝑛 + 1) = 2(𝑗 + 𝑛 + 1)  
โดยที ่𝑗 + 𝑛 + 1 ∈ ℤ พิจารณา 𝑗 + 𝑛 + 1 จะไดว้า่ 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑗 + 𝑛 + 1 ≤

𝑐𝑘−(𝑘+1)

2
+

𝑘−1

2
+ 1 =

𝑐𝑘

2
 ดงันัน้จดุยอด 

 𝑢2𝑗+1+𝑘 ∈ 𝐷 นั่นคือจดุยอด 𝑢2𝑗+1 ถกู 2-โดมิเนตโดย 𝐷 

กรณียอ่ย 2.2:  
𝑐𝑘−(𝑘+1)

2
 < 𝑗 ≤

𝑐𝑘−2

2
 พิจารณาจดุยอด 𝑢2𝑗+1−𝑘 เนื่องจาก 𝑘 = 2𝑛 + 1 ดงันัน้ 

2𝑗 + 1 − 𝑘 = 2𝑗 + 1 − (2𝑛 + 1) = 2(𝑗 − 𝑛) 
โดยที ่𝑗 − 𝑛 ∈ ℤ พิจารณา 𝑗 − 𝑛 จะไดว้า่ 

 2 ≤
(𝑐 − 2)𝑘 + 2

2
= ( 

𝑐𝑘 − (𝑘 + 1)

2
+ 1) − (

𝑘 − 1

2
) ≤ 𝑗 − 𝑛 ≤ 𝑗 ≤

𝑐𝑘 − 2

2
 

ดงันัน้จดุยอด  𝑢2𝑗+1−𝑘 ∈ 𝐷 นั่นคือ จดุยอด 𝑢2𝑗+1 ถกู 2-โดมเินตโดย 𝐷 

จากทัง้ 2 กรณีจะเห็นไดว้า่จดุยอดแตล่ะจดุใน 𝑉 − 𝐷 ประชิดกบัจดุยอดอยา่งนอ้ยสองจดุใน 𝐷 จึงสรุปไดว้า่ 𝐷 เป็นเซต 2-โด
มิเนตงิของกราฟ 𝑃(𝑐𝑘, 𝑘) เมื่อ 𝑐 เป็นจ านวนเตม็บวกคู ่และ 𝑘 เป็นจ านวนเต็มบวกคี่ และไดว้า่ 

|𝐷| =
𝑐𝑘

2
+

𝑐𝑘

2
= 𝑐𝑘 

ดงันัน้ 𝛾
2
(𝑃(𝑐𝑘, 𝑘)) ≤ |𝐷| = 𝑐𝑘                                                                                                                           # 

บทตัง้ 4 ถา้ 𝑐 เป็นจ านวนเต็มบวกคู ่และ 𝑘 เป็นจ านวนเตม็บวกคู ่แลว้ 𝛾2(𝑃(𝑐𝑘, 𝑘)) ≤ 𝑐𝑘 
พิสูจน ์สมมติ 𝑐 เป็นจ านวนเตม็บวกคู ่และ 𝑘 เป็นจ านวนเต็มบวกคู ่ดงันัน้จะมจี านวนเต็ม 𝑚 และ 𝑛 ที่ 𝑐 = 2𝑚 และ 𝑘 =

2𝑛 ในท่ีนีจ้ะพิสจูนโ์ดยการสรา้งเซต 2-โดมเินตงิ 𝐷 ของกราฟ 𝑃(𝑐𝑘, 𝑘) ซึง่ก าหนดดงันี ้

𝐷 = {𝑣2𝑖+1 ∶  0 ≤ 𝑖 ≤
𝑐𝑘 − 2

2
} ∪ {𝑢𝑗, 𝑢𝑗+2𝑘 , 𝑢𝑗+4𝑘 , . . . , 𝑢𝑗+(𝑐−2)𝑘 ∶   1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘} 

จะเห็นไดว้า่สมาชิกในเซต 𝐷 ประกอบไปดว้ยจดุยอด 𝑣𝑖 ทกุจดุที่มี 𝑖 เป็นจ านวนเต็มคี่ และไดว้า่ 
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𝑉 − 𝐷 = {𝑣2𝑖 ∶ 1 ≤ 𝑖 ≤
𝑐𝑘

2
} ∪ {𝑢𝑗+𝑘 , 𝑢𝑗+3𝑘, 𝑢𝑗+5𝑘 , . . . , 𝑢𝑗+(𝑐−1)𝑘 ∶  1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘} 

จะแสดงวา่จดุยอดแตล่ะจดุใน 𝑉 − 𝐷 ประชิดกบัจดุยอดอยา่งนอ้ยสองจดุใน 𝐷 ให ้𝑤 ∈ 𝑉 − 𝐷 

กรณีที่ 1: 𝑤 ∈ {𝑣2𝑖 ∶ 1 ≤ 𝑖 ≤
𝑐𝑘

2
} จะไดว้า่มีจ านวนเต็ม 𝑖  ซึง่  1 ≤ 𝑖 ≤

𝑐𝑘

2
 ที ่𝑤 = 𝑣2𝑖   จึงไดว้า่จดุยอด  𝑣2𝑖 จะประชิด

กบัจดุยอดสามจดุ ไดแ้ก่ 𝑣2𝑖−1, 𝑣2𝑖+1 และ 𝑢2𝑖 พิจารณาจดุยอด   𝑣2𝑖−1 = 𝑣2𝑖−2+1 = 𝑣2(𝑖−1)+1 จาก 1 ≤ 𝑖 ≤
𝑐𝑘

2
 ซึง่

ไดว้า่ 0 ≤ 𝑖 − 1 ≤
𝑐𝑘−2

2
 ดงันัน้จดุยอด 𝑣2𝑖−1 ∈ 𝐷 และพิจารณาจดุยอด 𝑣2𝑖+1 ถา้ 1 ≤ 𝑖 ≤

𝑐𝑘−2

2
 จะไดว้า่ 𝑣2𝑖+1 ∈ 𝐷 

และถา้ 𝑖 =
𝑐𝑘

2
 จะไดว้า่ 𝑣2𝑖+1 =  𝑣

2(
𝑐𝑘

2
)+1

= 𝑣𝑐𝑘+1 = 𝑣1 ∈ 𝐷 ดงันัน้จดุยอด 𝑣2𝑖 ถกู 2-โดมิเนตโดย 𝐷 

กรณีที่ 2: 𝑤 ∈ {𝑢𝑗+𝑘 , 𝑢𝑗+3𝑘 , 𝑢𝑗+5𝑘 , . . . , 𝑢𝑗+(𝑐−1)𝑘 ∶ 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘} แยกพิจารณา 2 กรณียอ่ย ดงันี ้
กรณียอ่ย 2.1: 𝑤 ∈ {𝑢𝑗+𝑘 , 𝑢𝑗+3𝑘 , . . . , 𝑢𝑗+(𝑐−3)𝑘𝑛 ∶ 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘} จะไดว้า่มีจ านวนเต็ม 𝑗 และ 𝑝 ซึง่ 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘  

และ 0 ≤ 𝑝 ≤ 𝑚 − 2 ที่ 𝑤 = 𝑢𝑗+(2𝑝+1)𝑘 จึงไดว้า่จดุยอด 𝑢𝑗+(2𝑝+1)𝑘 จะประชิดกบัจดุยอดสามจดุ ไดแ้ก ่
𝑢𝑗+(2𝑝+1)𝑘−𝑘, 𝑢𝑗+(2𝑝+1)𝑘+𝑘 และ 𝑣𝑗+(2𝑝+1)𝑘 จากการก าหนดเซต 𝐷 จะไดว้า่ 𝑢𝑗+2𝑞𝑘 ∈ 𝐷 ส  าหรบัทกุจ านวนเต็ม 𝑞 
ซึง่ 0 ≤ 𝑞 ≤ 𝑚 − 1 พจิารณาจดุยอด 𝑢𝑗+(2𝑝+1)𝑘−𝑘 = 𝑢𝑗+2𝑝𝑘 ∈ 𝐷 และพิจารณาจดุยอด 𝑢𝑗+(2𝑝+1)𝑘+𝑘 =

𝑢𝑗+2𝑝𝑘+2𝑘 = 𝑢𝑗+2(𝑝+1)𝑘 เนื่องจาก 0 ≤ 𝑝 ≤ 𝑚 − 2 จึงไดว้า่ 1 ≤ 𝑝 + 1 ≤ 𝑚 − 1 ดงันัน้จดุยอด 𝑢𝑗+(2𝑝+1)𝑘+𝑘 ∈

𝐷 นั่นคือจดุยอด 𝑢𝑗+(2𝑝+1)𝑘 ถกู 2-โดมิเนตโดย 𝐷 
กรณียอ่ย 2.2: 𝑤 ∈ {𝑢𝑗+(𝑐−1)𝑘 ∶ 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘} จะไดว้า่มจี านวนเต็ม 𝑗 ซึง่ 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘 ที่ 𝑤 = 𝑢𝑗+(𝑐−1)𝑘   จะได้

วา่จดุยอด 𝑢𝑗+(𝑐−1)𝑘 จะประชิดกบัจดุยอดสามจดุ ไดแ้ก่ 𝑢𝑗+(𝑐−1)𝑘−𝑘, 𝑢𝑗+(𝑐−1)𝑘+𝑘 และ 𝑣𝑗+(𝑐−1)𝑘 ตอ่ไปจะพจิารณาจดุ

ยอด 𝑢𝑗+(𝑐−1)𝑘+𝑘 = 𝑢𝑗+𝑐𝑘 เนื่องจาก 𝑗 + 𝑐𝑘 ≡ 𝑗(𝑚𝑜𝑑 𝑐𝑘) ดงันัน้จดุยอด 𝑢𝑗+𝑐𝑘 = 𝑢𝑗 ∈ 𝐷 และพิจารณาจดุยอด 
𝑢𝑗+(𝑐−1)𝑘−𝑘 ไดว้า่จดุยอด 𝑢𝑗+(𝑐−1)𝑘−𝑘 = 𝑢𝑗+(𝑐−2)𝑘 ∈ 𝐷 ดงันัน้จดุยอด 𝑢𝑗+(𝑐−1)𝑘 ถกู 2-โดมเินตโดย 𝐷 

จากทัง้ 2 กรณีจะเห็นไดว้า่จดุยอดแตล่ะจดุใน 𝑉 − 𝐷 ประชิดกบัจดุยอดอยา่งนอ้ยสองจดุใน 𝐷 จงึสรุปไดว้า่ 𝐷 เป็นเซต 2-โด
มิเนตงิของกราฟ 𝑃(𝑐𝑘, 𝑘) เมื่อ 𝑐 และ 𝑘 เป็นจ านวนเตม็บวกคู ่และไดว้า่ 

|𝐷| =
𝑐𝑘

2
+

𝑐𝑘

2
= 𝑐𝑘 

 ดงันัน้ 𝛾2(𝑃(𝑐𝑘, 𝑘)) ≤ |𝐷| = 𝑐𝑘                                                                                                           # 
 

บทตัง้ 5 ให ้𝑐 และ 𝑘 เป็นจ านวนเต็มบวกใด ๆ ที่ 𝑐 ≥ 3 จะไดว้า่ 𝛾2(𝑃(𝑐𝑘, 𝑘)) ≥ ⌈
4𝑐𝑘

5
⌉ 

พิสูจน ์ให ้𝐷 เป็นเซต 2-โดมิเนตงิใด ๆ ของกราฟ 𝑃(𝑐𝑘, 𝑘) โดยที่ 𝑐 และ 𝑘 เป็นจ านวนเตม็บวกที่ 𝑐 ≥ 3 ดงันัน้ |𝑉 − 𝐷| =

2𝑐𝑘 − |𝐷| ให ้𝐸(𝐷, 𝑉 − 𝐷) แทนเซตของเสน้เช่ือมทัง้หมดของ 𝑃(𝑐𝑘, 𝑘) ที่มีจดุปลายจดุหนึง่อยูใ่น 𝐷 และจดุปลายอีกจดุ
อยูใ่น 𝑉 − 𝐷 เนื่องจากจดุยอดแตล่ะจดุใน 𝑉 − 𝐷 ประชิดกบัจดุยอดอยา่งนอ้ยสองจดุใน 𝐷 นั่นคือจดุยอดแตล่ะจดุใน 𝑉 −
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𝐷 จะท าใหเ้กิดเสน้เช่ือมอยา่งนอ้ย 2 เสน้ใน  𝐸(𝐷, 𝑉 − 𝐷) และจดุยอดแตล่ะจดุใน 𝐷 จะท าใหเ้กิดเสน้เช่ือมไมเ่กิน 3 เสน้ใน  
𝐸(𝐷, 𝑉 − 𝐷) จะไดว้า่ 2|𝑉 − 𝐷| ≤ |𝐸(𝐷, 𝑉 − 𝐷)| ≤ 3|𝐷| นั่นคือ 

2(2𝑐𝑘 − |𝐷|) ≤ |𝐸(𝐷, 𝑉 − 𝐷)| ≤ 3|𝐷| 
ดงันัน้ 4𝑐𝑘 − 2|𝐷| ≤ 3|𝐷| ไดว้า่ |𝐷| ≥

4𝑐𝑘

5
 เนื่องจากจ านวนสมาชิกของ 𝐷 ตอ้งเป็นจ านวนเต็ม ดงันัน้ |𝐷| ≥ ⌈

4𝑐𝑘

5
⌉     # 

โดยบทตัง้ 3.1 - 3.5 จะท าใหไ้ดท้ฤษฎีบทตอ่ไปนี ้

ทฤษฎีบท 6 ส าหรบัทกุจ านวนเต็มบวก 𝑐 และ 𝑘 ที่ 𝑐 ≥ 3 จะไดว้า่ ⌈4𝑐𝑘

5
⌉ ≤ 𝛾2(𝑃(𝑐𝑘, 𝑘)) ≤ 𝑐𝑘 

วิจำรณผ์ลกำรวิจัย   
จากการศกึษาจ านวน 2-โดมิเนชนัของกราฟพีเตอรเ์ซนวางนยัทั่วไป 𝑃(𝑐𝑘, 𝑘) ผูศ้กึษาพบวา่ 

--  ถา้ 𝑐 และ 𝑘 เป็นจ านวนเต็ม แลว้ 𝛾2(𝑃(𝑐𝑘, 𝑘)) ≤ 𝑐𝑘 

--  ถา้ 𝑐 และ 𝑘 เป็นจ านวนเต็มบวกใด ๆ ที่ซึง่ 𝑐 ≥ 3 จะไดว้า่ 𝛾2(𝑃(𝑐𝑘, 𝑘)) ≥ ⌈
4𝑐𝑘

5
⌉ 

ซึง่สามารถสรุปไดว้า่ ส าหรบัจ านวนเต็มบวก 𝑐 และ 𝑘 ใด ๆ ที่ 𝑐 ≥ 3   

⌈
4𝑐𝑘

5
⌉ ≤ 𝛾2(𝑃(𝑐𝑘, 𝑘)) ≤ 𝑐𝑘       (∗) 

เมื่อเปรียบเทียบผลลัพธ์ข้างต้นกับบทความวิจัยของ Cheng และคณะ (Cheng et al., 2013) ซึ่งได้พิสูจน์ว่า 
𝛾2(𝑃(𝑛, 1)) = 𝑛 และ 𝛾2(𝑃(6,2)) = 6 จะพบวา่จ านวน 2-โดมิเนชนัมีคา่เทา่กบัขอบเขตบนของ (∗) ในกรณีที่ 𝑘 = 1 
และ 𝑐 = 3, 𝑘 = 2 ตามล าดบั อยา่งไรก็ตาม ในกรณีที่ 𝑐 และ 𝑘 มีคา่มากขึน้จะพบวา่คา่จรงิของจ านวน 2-โดมิเนชนัแตกตา่ง
จากขอบเขตบนและขอบเขตลา่งของ (∗) เช่น เมื่อพิจารณา 𝑐 = 8, 𝑘 = 2 โดย (∗) จะไดว้า่ 13 ≤ 𝛾2(𝑃(16,2)) ≤ 16 
แต่จากบทความวิจยัของ Bakhshesh และคณะ (Bakhshesh et al., 2018) พิสจูนว์่าค่าจริงส าหรบั 𝛾2(𝑃(5𝑘 + 1,2)) =

4𝑘 + 2 นั่นคือ 𝛾2(𝑃(5(3) + 1,2)) = 4(3) + 2 = 14 
 

สรุปผลกำรวิจัย 
 งานวจิยันีไ้ดใ้หข้อบเขตบนและขอบเขตลา่งส าหรบัจ านวน 2-โดมเินชนัของกราฟเตอรเ์ซนวางนยัทั่วไป 𝑃(𝑐𝑘, 𝑘) เมื่อ 

𝑐 และ 𝑘 เป็นจ านวนเต็มบวกใด ๆ ท่ี 𝑐 ≥ 3 ซึง่ไดผ้ลลพัธค์ือ ⌈4𝑐𝑘

5
⌉ ≤ 𝛾2(𝑃(𝑐𝑘, 𝑘)) ≤ 𝑐𝑘  
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