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บทคัดย่อ 
 

 งานวจิยันีม้ีวตัถปุระสงค์เพื่อขยายทฤษฎีที่เก่ียวข้องกบัจดุตรึงส าหรับการสง่หลายคา่แบบวนบนรูปทัว่ไปของ
ฟังก์ชนัองิระยะทาง 0 ภายใต้ปริภมูิอิงระยะทางบริบรูณ์ทีว่างนยัทัว่ไปกวา่ของ Neamanee and Kaewkhao (2011) 
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Abstract 
 

In this  research,  the Neamanee and Kaewkhao (2011) results that fixed point theorems for cyclical 
mapping in complete metric space are extended using generalized distance  0 . 
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1. บทน า 
 ในการศกึษาทฤษฎีของจดุตรึง (fixed point theorem) ทฤษฎีที่ส าคญัซึ่งเป็นการเร่ิมต้นของการศึกษา ก็คือ หลกัการการหดตวั
ของบานาค (The Banach Contraction Principle) (Kreyzig (1978)) ซึ่งกล่าวไว้ คือ ให้ ( , )X d เป็นปริภมิูอิงระยะทางบริบูรณ์ (complete 
metric space) และ :T X X  เป็นการส่งแบบหดตัว a  ( a -contraction mapping) นั่นคือ มีค่าคงที่  (0,1)a                                     
ซึง่ ( , ) ( , )d Tx Ty ad x y ส าหรับทกุ ,x y X  จะได้วา่ T  มีจดุตรึงเพียงจดุเดียวเทา่นัน้ 
 ส าหรับการขยายผลของทฤษฎีบทนีน้ัน้ปรากฏอยู่ในผลงานวิจัยต่างๆ เช่น Kirk, Srinivasan, and Veeramani (2003)                    
และอ้างอิงอ่ืนๆ ในนัน้ด้วย 
 ในปี 1969 Nadler (1969) ได้ศึกษาจุดตรึงภายใต้การส่งหลายค่าแบบหดตัว (contraction multi-valued mapping)                 
โดยให้ ( , )X d เป็นปริภูมิอิงระยะทางและให้ ( )P X แทนวงศ์ (family) เซตย่อยที่ไม่เป็นเซตว่างของ X  เรียกการส่ง : ( )T X P X  
วา่เป็นการสง่หลายคา่ และถ้ามีคา่คงที่ (0,1)k ซึง่ 

 ( , ) ( , )H Tx Ty kd x y  ส าหรับทกุ ,x y X

 เราจะเรียก T  วา่การสง่หลายคา่แบบหดตวั โดยที่  ( , ) max ( , ), ( , )H A B h A B h B A และ  ( , ) sup ( , ) :h A B d a B a A 

  จะเรียก x X ว่าเป็นจุดตรึงของการส่งหลายค่า T   ก็ต่อเม่ือ x Tx  ซึ่งจะเขียนแทนเซตของจุดตรึงของ T  ด้วย TF                  

นั่นคือ { : }TF x X x Tx    ดงันัน้ ถ้า ให้ ( , )X d  เป็นปริภมิูอิงระยะทาง และ : ( )T X CB X  เป็นการส่งหลายค่าแบบหดตัว 

เม่ือ ( )CB X  แทน วงศ์ของเซตยอ่ยปิดที่ไมว่า่งและมีขอบเขตของ X  แล้ว T  จะมีจดุตรึงอยา่งน้อยหนึ่งจดุ 
 ในปี 2003 หนึ่งในทฤษฎีที่น่าสนใจที่  Kirk, Srinivasan, and Veeramani (2003) ได้พิสจูน์ไว้ คือ ให้ A  และ B  เป็นเซตย่อย
ปิดที่ไมว่า่งของปริภมิูอิงระยะทางบริบรูณ์ (complete metric space) ( , )X d  สมมติให้ :T A B A B    เป็นการสง่แบบวน (cyclic 
mapping) นั่นคือ ( )T A B  และ ( )T B A  และมี (0,1)k  ซึ่ง ( , ) ( , )d Tx Ty kd x y  ส าหรับทุก x A  และ y B              
แล้ว จะได้วา่ A B    และ T  มีจดุตรึงเพียงจดุเดียวใน A B  
 ในปี 2011 Neamanee and Kaewkhao (2011) ได้พฒันาและขยายผลทฤษฎีของจดุตรึงภายใต้การสง่หลายคา่แบบวน ดงันี ้
ทฤษฏีบท 1.1  ให้ A  และ B  เป็นเซตยอ่ยปิดที่ไมว่า่งของปริภมิูอิงระยะทาง ( , )X d  สมมติให้ :T A B A B    เป็นการส่งแบบวน
บน A  และ B  โดยที่  Tx  เป็นเซตปิดที่ มีขอบเขต ส าหรับทุก x A B   ถ้ามีค่าคงที่  (0,1)k  ซึ่ง ( , ) ( , )H Tx Ty kd x y                
ส าหรับทกุ x A  และ y B แล้ว T  จะมีจดุตรึงอยา่งน้อยหนึ่งจดุใน A B  

ทฤษฏีบท 1.2 ให้  
1

n

i i
A


 เป็นเซตยอ่ยปิดที่ไมว่า่งของปริภมิูอิงระยะทางบริบูรณ์ ( , )X d  และ 2X  เป็นวงศ์ของเซตย่อยปิดที่ไม่ว่างของ 

X  สมมติให้ 
1

: 2
n X

i
i

T A


  โดยที่ Tx  เป็นเซตปิดที่มีขอบเขต ส าหรับทกุ  1

n

i
i

A


 1 1nA A   และสอดคล้องกบัเง่ือนไขตอ่ไปนี ้

  ( a )  1i iTa A   ส าหรับ i ia A  และ 1 i n   ; 
  ( b )  (0,1)k   ซึง่ ( , ) ( , )H Tx Ty kd x y  ส าหรับทกุ ix A  และ 1iy A   เม่ือ 1 i n   

แล้ว T  จะมีจดุตรึงอยา่งน้อยหนึ่งจดุใน 
1

n

i
i

A


 

ทฤษฏีบท 1.3 ให้ A  และ B   เป็นเซตย่อยปิดที่ไม่ว่างของปริภมิูอิงระยะทางบริบูรณ์ ( , )X d  ก าหนดให้ T  เป็นการส่งหลายค่าแบบวน
บน A  และ B  และ Tx  เป็นเซตปิดที่มีขอบเขต ส าหรับทกุ x A B   ถ้ามีคา่คงที่ (0,1)  และ 0L   ซึง่  

 ( , ) ( , ) min ( , ), ( , )H Tx Ty d x y L d y Tx d x Ty    

ส าหรับทกุ x A  และ y B  แล้ว T จะมีจดุตรึงอยา่งน้อยหนึ่งจดุใน A B  และ TF  เป็นเซตปิด  
  
2. ความรู้พืน้ฐาน 

 ก่อนที่เราจะกลา่วถึงทฤษฎีจดุตรึงส าหรับการสง่หลายคา่แบบวนบนรูปทัว่ไปของฟังก์ชนัอิงระยะทาง 
0 ภายใต้ปริภมิูอิงระยะทาง

บริบูรณ์ เราจะเป็นต้องศึกษาความรู้พืน้ฐาน บทนิยามและบทตัง้ ที่ใช้ประกอบการศึกษาในงานวิจยันี ้ซึ่งได้ส่วนใหญ่ได้มาจากการศึกษา
งานวิจยัของ  Du (2010) ดงัตอ่ไปนี ้ 
บทนิยาม 2.1 ให้ : [0, )p X X    เป็นฟังก์ชนั จะเรียก p  วา่เป็นฟังก์ชนั  ก็ตอ่เม่ือ สอดคล้องกบัเง่ือนไข 

  ( 1) ( , ) ( , ) ( , )p x z p x y p y z   ส าหรับ , ,x y z X  
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  ( 2) ถ้า x X และ  ny  ใน X  เม่ือ lim n
n

y y


  ซึง่ ( , )np x y M  ส าหรับบางคา่คงที่ 0M  ที่ขึน้อยูก่บั x  

แล้ว ( , )p x y M  

  ( 3) ส าหรับล าดบั  nx  ใน X  ซึง่  lim sup ( , ) : 0n m
n

p x x m n


   ถ้ามีล าดบั ny  ใน X  ซึง่ 

lim ( , ) 0n n
n

p x y


  แล้ว lim ( , ) 0n n
n

d x y


  

  ( 4) ส าหรับ , ,x y z X , ( , ) 0p x y   และ ( , ) 0p x z   แล้ว y z  

บทนิยาม 2.2 ให้ ( , )X d  เป็นปริภมิูอิงระยะทางและ : [0, )p X X   เป็นฟังก์ชนั จะเรียก p  วา่เป็นฟังก์ชนั  0   ก็ตอ่เม่ือ p                
วา่เป็นฟังก์ชนั  และ ( , ) 0p x x   ส าหรับทกุ x X   

บทตัง้ 2.3 ให้ ( , )X d  เป็นปริภมิูอิงระยะทาง และ : [0, )p X X    เป็นฟังก์ชนั ถ้า p  สอดคล้องกบั ( 3 ) และล าดบั { }nx              
บน X  ซึง่ lim sup{ ( , ) : } 0n m

n
p x x m n


   แล้ว { }nx  เป็นล าดบัโคชีบน X    

บทตัง้ 2.4 ให้ A เป็นเซตปิดที่ไมว่า่งบนปริภมูอิงระยะทาง ( , )X d  และ : [0, )p X X   เป็นฟังก์ชนั ก าหนดให้ p  มีสมบตัิ
สอดคล้อง ( 3 ) และม ีu X ซึง่ ( , ) 0p u u   ดงันัน้ จะได้วา่ ( , ) 0p u A   ก็ตอ่เม่ือ u A   เม่ือ ( , ) inf{ ( , ) | }p u A p u a a A   

บทตัง้ 2.5 ให้ x X  และ : [0, )p X X    เป็นฟังก์ชนั 0  บน X   ถ้า A  เป็นเซตปิด แล้ว จะมี a A  
ซึง่ ( , ) ( , )p x a p x A  

บทนิยาม 2.6 ให้ ( , )X d  เป็นปริภมิูอิงระยะทางและ p  เป็นฟังก์ชนั 
0  ส าหรับ , ( )A B CB X  ก าหนดฟังก์ชนั 

: ( ) ( ) [0, )pD CB X CB X    โดย 

 ( , ) max ( , ), ( , )p p pD A B A B B A   

เม่ือ  ( , ) sup ( , ) :p A B p a B a A   และ  ( , ) inf ( , ) :p x A p x a a A   

จะเรียก pD  วา่เป็นฟังก์ชนัอิงระยะทาง 0  บน ( )CB X ที่ก าหนดโดย p   

บทตัง้ 2.7 ให้ ( , )X d  เป็นปริภมิูอิงระยะทาง และ pD  เป็นฟังก์ชนัอิงระยะทาง 0  บน ( )CB X  

ที่ก าหนดโดย p  แล้ว ส าหรับ , , ( )A B C CB X  จะสอดคล้องกบัเง่ือนไข 
 (1)  ถ้า  ( , ) 0p A B   แล้ว A B  

 (2)  ( , ) ( , ) ( , )p p pA C A B C B     

 (3)  ส าหรับทกุฟังก์ชนัอิงระยะทาง
 pD  ที่ก าหนดโดย p  ที่เป็นฟังก์ชนั 0 เป็นฟังก์ชนัอิงระยะทางบน ( )CB X  

บทนิยาม 2.8 (Mizoguchi andTakahashi (1989)) ให้ :[0, ) [0,1)    เป็นฟังก์ชนั จะเรียก   วา่เป็นฟังก์ชนัMT   ก็ตอ่เม่ือ 
สอดคล้องกบัเง่ือนไขของ Mizoguchi-Takahashi นัน่คือ limsup ( ) 1

s t

s


  ส าหรับทกุ [0, )t     

ข้อสังเกต 2.9 (1) ถ้าฟังก์ชนั :[0, ) [0,1)    ซึง่ ( )t k   เม่ือ [0,1)k  แล้ว   เป็นฟังก์ชนั MT  
 (2)  ถ้า :[0, ) [0,1)    เป็นฟังก์ชนัไมล่ด (Non-decreasing function) แล้ว   เป็นฟังก์ชนั MT  
 (3)  ถ้า :[0, ) [0,1)    เป็นฟังก์ชนั MT  ก็ตอ่เม่ือ ส าหรับทกุ [0, )t   จะมี [0,1)tr  และ [0,1)t    
ซึง่ ( ) ts r   ส าหรับทกุ [ , )ts t t    

 (4)  ถ้า :[0, ) [0,1)    เป็นฟังก์ชนั MT  แล้ว :[0, ) [0,1)k    ซึง่ ( ) 1
( )

2

t
k t

 
  เป็นฟังก์ชนั MT  

 ดงันัน้ จากแนวคิดที่ได้ศกึษาความรู้พืน้ฐาน บทนิยามและบทตัง้ ที่ได้มาจากงานวิจยัของ  Du, W. (2010) จงึน าไปสูก่ารสร้าง

ทฤษฎีจดุตรึงส าหรับการสง่หลายคา่แบบวนบนรูปทัว่ไปของฟังก์ชนัอิงระยะทาง 0 ภายใต้ปริภมิูอิงระยะทางบริบรูณ์ ซึง่วางนยัทัว่ไปกวา่            
ของ Neamanee and Kaewkhao (2011) 
 

3. ทฤษฎีจุดตรึงส าหรับการส่งหลายค่าแบบวนบนรูปทั่วไปของฟังก์ชันอิงระยะทาง 0 ภายใต้ปริภูมิอิงระยะทางบริบูรณ์ 
 ทฤษฎีบททีส่ าคญัในงานวิจยันีมี้ทัง้หมด 3 ทฤษฎีด้วยกนัซึง่เป็นขยายแนวคดิทฤษฎีจดุตรึงของการสง่หลายคา่แบบวน               
ซึง่วางนยัทัว่ไปกวา่ของ Neamanee and Kaewkhao (2011) ดงัตอ่ไปนี ้ 
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ทฤษฎีบท 3.1 ให้ A  และ B  เป็นเซตยอ่ยปิดที่ไมว่า่งของปริภมิูอิงระยะทางบริบรูณ์ ( , )X d  และให้ : [0, )p X X    เป็นฟังก์ชนั 
0  บน X  ก าหนดให้ T  เป็นการสง่หลายคา่แบบวนบน A  และ B  และ Tx  เป็นเซตปิดที่มีขอบเขต ส าหรับทกุ x A B                  

และให้ :[0, ) [0,1)    เป็นฟังก์ชนั MT  ซึง่ 
 

( , ) ( ( , )) ( , )pD Tx Ty p x y p x y  ส าหรับทกุ x A และ y B  

แล้ว T  จะมีจดุตรึงอยา่งน้อยหนึ่งจดุใน A B  

พิสูจน์  จากข้อสงัเกต 2.9 (4) เราสามารถนิยามฟังก์ชนั :[0, ) [0,1)k    ที่เป็นฟังก์ชนั MT  โดย ( ) 1
( )

2

t
k t

 
                       

ดงันัน้ จะได้วา่ ( ) ( )t k t  และ 0 ( ) 1k t   ส าหรับทกุ [0, )t    ก าหนดให้ 0x A  และ 1 0x Tx B    

ถ้า 0 1( , ) 0pD Tx Tx   จะได้วา่ 0 1Tx Tx  นัน่คือ 1 1x Tx  นัน่หมายความวา่ TF                                                                        

แตถ้่า 0 1( , ) 0pD Tx Tx   จะได้วา่ จะมี 2 1x Tx A   ซึง่  

1 2 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1( , ) ( , ) ( ( , )) ( , ) ( ( , )) ( , )pp x x D Tx Tx p x x p x x k p x x p x x    

นัน่คือ 1 2 0 1 0 1( , ) ( ( , )) ( , )p x x k p x x p x x  แตถ้่า 1 2( , ) 0pD Tx Tx   ซึง่จะได้วา่ 1 2Tx Tx  นัน่คือ 2 2x Tx  แสดงวา่วา่ 

TF   แตถ้่า 1 2( , ) 0pD Tx Tx   จะได้วา่ จะมี 3 2x Tx B   ซึง่  

2 3 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( ( , )) ( , ) ( ( , )) ( , )pp x x D Tx Tx p x x p x x k p x x p x x    

นัน่คือ 2 3 1 2 1 2( , ) ( ( , )) ( , )p x x k p x x p x x
 
ในท านองเดียวกนั เราจะได้ล าดบั  nx

 
โดยที่ 1n nx Tx   ซึง่จะพบวา่ 2nx A , 

2 1nx B  , 1( , ) 0n np x x    และ 1 2 1 1( , ) ( ( , )) ( , )n n n n n np x x k p x x p x x     ส าหรับ n
 
เน่ืองจาก ( ) 1k t              

ส าหรับทกุ [0, )t   ดงันัน้  1( , )n np x x   เป็นล าดบัลดอยา่งเข้มในชว่ง [0, )
 
ก าหนดให้ 

1 1: lim ( , ) inf ( , ) 0n n n n
n n

p x x p x x  
 

     

เน่ืองจาก k   เป็นฟังก์ชนั MT  ดงันัน้ จะมี (0,1)c  และ 0    ซึง่ ( )k s c  ส าหรับทกุ [ , )s       

และเน่ืองจาก 1 1: lim ( , ) inf ( , ) 0n n n n
n n

p x x p x x  
 

   นัน่คือ ส าหรับทกุ 0   จะมี   ที่เป็นจ านวนคี่                                      

ซึง่
 1( , )n np x x    

 
ส าหรับทกุ n  เม่ือ n   และก าหนดให้ 1n nv x     

ดงันัน้ เราจะพบวา่
 

 1 2 1 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )n n n n n n n np v v k p v v p v v cp v v       

เพราะฉะนัน้ เราจะได้วา่ 1 2 1 1 2( , ) ( , ) ( , )n
n n n np v v cp v v c p v v       ส าหรับทกุ n  

ดงันัน้ ส าหรับ ,n m  ซึง่ m n  จะได้วา่ 

      1 1 2 1( , )  ( , ) ( , ) ( , )n m n n n n m mp v v p v v p v v p v v        

                        
1 1

1 2 1 2 1 2 < c ( , ) ( , ) ( , )n n mp v v c p v v c p v v   

 

        

1

1 2 < ( , )
1

nc
p v v

c



  
     (2.4) 

เน่ืองจาก  0<c 1  เม่ือ n  ดงันัน้ lim sup{ ( , ) : } 0 n m
n

p v v m n


  เพราะฉะนัน้ล าดบั { }nv  เป็นล าดบัโคชี   

เน่ืองจาก ( , )X d  เป็นปริภมิูอิงระยะทางบริบรูณ์  ดงันัน้ จะมี v X  ซึง่ nv v  เม่ือ n   เน่ืองจาก 2{ }nx A                            
และ 2 1{ }nx B   ดงันัน้ 2{ }nv A  และ 2 1{ }nv B    เน่ืองจาก A  และ B  เป็นเซตปิด และ 2nv v  และ 2 1nv v                   

เม่ือ n  ท าให้ได้วา่ v A  และ v B  ตามล าดบั แสดงวา่ v A B   และจากเง่ือนไข ( 2) และ (2.4)                                      
จะได้วา่ ส าหรับทกุ n  

1

1 2( , )  < ( , )
1

n

n

c
p v v p v v

c




   

จะได้วา่ lim ( , ) 0n
n

p v v


  แตเ่น่ืองจาก  

  1 1( , )   ( , ) ( , )n np v Tv p v v p v Tv  
 

           1 ( , ) ( , )n p np v v D Tv Tv 
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     1 ( , ) ( ( , )) ( , )n n np v v p v v p v v 
 

ดงันัน้ ส าหรับ n  จะได้วา่ ( , ) 0p v Tv   และ เน่ืองจาก  Tv เป็นเซตปิด แสดงวา่ v Tv    
 
ข้อสังเกต 3.2 เราจะพบวา่ทฤษฎีบท 3.1 ได้ขยายทฤษฎบีท 1.1  
ตัวอย่าง 3.3 ให้ , {0,1}X A   และ {1,2}B   เม่ือ ( , ) | |d x y x y   ส าหรับ ,x y X   แล้ว ( , )X d  เป็นปริภมิู                        
อิงระยะทางบริบรูณ์และให้การสง่ : ( )T A B P X   ก าหนดโดย

 

  
 

 

1,2  ; 0,

1      ; {1,2}

x
Tx

x

 
 


 

จากเง่ือนไขดงักลา่วเห็นได้ชดัวา่ T เป็นการสง่หลายคา่แบบวนบน A  และ B  ซึง่ Tx  เป็นเซตปิดที่มีขอบเขต                                          

ส าหรับทกุ {0,1,2}x A B    และ
 

{1}TF A B    
 ซึง่เราจะพบวา่ ( 0, 1) 1H T T   และ

 
(0,1) 1d 

 
ดงันัน้ จงึไมมี่คา่คงที่ (0,1)k  ที่ท าให้

 
( 0, 1) (0,1)H T T kd              

ท าให้ทฤษฎบีท 1.1 ซึง่เป็นทฤษฎีบทในงานวิจยัของ Neamanee and Kaewkhao (2011) ไมส่ามารถบอกได้วา่ T จะมีจดุตรึงใน A B
 

 แตพ่บวา่ ส าหรับ : [0, )p X X    ก าหนดโดย 
( , ) max{2( ),3( )}p x y x y y x    ส าหรับ ,x y X

 

และ :[0, ) [0,1)    ก าหนดโดย
  

9
( )

10
t 

 
ส าหรับทกุ

 
[0, )t   

จะได้วา่   
9

( 0, 1) 2 (3) ( (0,1)) (0,1)
10

pD T T p p   , 
9

( 0, 2) 2 (6) ( (0,2)) (0,2)
10

pD T T p p  
 
, 

และ
  

9
( 1, 2) 0 (3) ( (1,2)) (1,2)

10
pD T T p p    ท าให้ได้วา่ ( , ) ( ( , )) ( , )pD Tx Ty p x y p x y

 
ส าหรับทกุ

 x A                    

และ y B  และเน่ืองจาก p  เป็นฟังก์ชนั 0  บน X  และ   เป็นฟังก์ชนั MT  ซึง่สอดคล้องกบั ทฤษฎีบท 3.1 ท าให้ได้วา่  TF   

และ TF A B   

ทฤษฎีบท 3.4 ให้  
1

n

i i
A


 เป็นเซตยอ่ยปิดที่ไมว่า่งของปริภมิูอิงระยะทางบริบรูณ์ ( , )X d  และให้ : [0, )p X X    เป็นฟังก์ชนั 

0  บน X  ก าหนดให้ 
1

: 2
n X

ii
T A


  เป็นการสง่หลายคา่แบบวนบน 

1

n

ii
A


 และ Tx  เป็นเซตปิดที่มีขอบเขต                       

ส าหรับทกุ 
1

n

ii
x A


  และเม่ือ 1 1nA A   ซึง่สอดคล้องกบัเง่ือนไขตอ่ไปนี ้

 (a)  1i iTa A   ส าหรับ i ia A  และ 1 i n    

 (b)  มี :[0, ) [0,1)    ที่เป็นฟังก์ชนั MT  ซึง่ ( , ) ( ( , )) ( , )pD Tx Ty p x y p x y   

  ส าหรับทกุ ix A  และ 1iy A  เม่ือ 1 i n   

แล้ว T  จะมีจดุตรึงอยา่งน้อยหนึ่งจดุใน 
1

n

ii
A


 

พิสูจน์  การพิสจูน์สามารถพิสจูน์ได้ในลกัษณะเดียวกบัทฤษฎีบท 3.1  

ข้อสังเกต 3.5 เราจะพบวา่ทฤษฎีบท 3.4 ได้ขยายทฤษฎบีท 1.2  
ทฤษฎีบท 3.6 ให้ A  และ B  เป็นเซตยอ่ยปิดที่ไมว่า่งของปริภมิูอิงระยะทางบริบรูณ์ ( , )X d  และ : [0, )p X X    เป็นฟังก์ชนั 

0  บน ( )CB X  ก าหนดให้ T  เป็นการสง่หลายคา่แบบวนบน A  และ B  และ Tx  เป็นเซตปิดที่มีขอบเขตส าหรับทกุ x A B                 

ถ้ามีฟังก์ชนั :[0, ) [0,1)    ซึง่เป็นฟังก์ชนั MT  และคา่คงที่ 0L   ซึง่  

 ( , ) ( ( , )) ( , ) min ( , ), ( , )pD Tx Ty p x y p x y L p x Ty p y Tx     

ส าหรับทกุ x A  และ y B  แล้ว T  จะมีจดุตรึงอย่างน้อยหนึ่งจดุใน A B  และ TF  เป็นเซตปิด  

พิสูจน์ เราสามารถใช้วิธีการเดียวกนักบัทฤษฎี 3.1 ในการสร้างล าดบั  nx ซึง่ 1n nx Tx   เพราะฉะนัน้ ถ้า nx A                

เราจะได้วา่ 1n nx Tx B    ดงันัน้ จะได้วา่
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 1 1 1 1 1( , ) ( ( , )) ( , ) min ( , ), ( , )p n n n n n n n n n nD Tx Tx p x x p x x L p x Tx p x Tx        

               1 1 1( ( , )) ( , ) ( , )n n n n n np x x p x x L p x Tx       

               1 1( ( , )) ( , )n n n np x x p x x    

ดงันัน้ แสดงวา่ TF   และ TF A B   ตอ่ไปเราจะแสดงวา่ TF  เป็นเซตปิด  ก าหนดให้   
0n n

x



 เป็นล าดบัใน TF    

ซึง่ nx u  เน่ืองจาก TF A B   และ A B  เป็นเซตปิด จะได้วา่ u A B   ดงันัน้ 

  1 1( , )    ( , ) ( , ) ( , )n n n p np u Tu p u x p x Tx D Tx Tu        

     1  ( , ) ( , )n p np u x D Tx Tu     

     1 1 1  ( , ) ( ( , )) ( , ) ( , )n n n np u x p x u p x u Lp u Tx       

 1 1 1  ( , ) ( ( , )) ( , ) ( , ) ( , )n n n n n np u x p x u p x u L p u x p x Tx              
1 1  ( , ) ( ( , )) ( , ) ( , )n n n np u x p x u p x u Lp u x      

เพราะฉะนัน้ ถ้า n  จะได้วา่ ( , ) 0p u Tu   เน่ืองจาก Tu  เป็นเซตปิด ดงันัน้ u Tu  ท าให้ได้วา่ TF  เป็นเซตปิด  
แสดงวา่ TF  เป็นเซตปิด 
ข้อสังเกต 3.7 เราจะพบวา่ทฤษฎีบท 3.6 ได้ขยายทฤษฎบีท 1.3  
 
4. บทสรุป 
 จากบทความนีจ้ะพบวิธีการในน าเอาความรู้ที่ได้จากการศกึษางานวิจยัตา่งๆ โดยเฉพาะงานวิจยัของ Du (2010) ที่ได้ศกึษา

เก่ียวกบัฟังชนั 0  ฟังก์ชนัอิงระยะทาง pD  และฟังก์ชนั MT มาใช้ในการสร้างและพสิจูน์ทฤษฎีที่เก่ียวข้องกบัจดุตรึงส าหรับการสง่หลายคา่

แบบวนบนรูปทัว่ไปของฟังก์ชนัอิงระยะทาง 0  ภายใต้ปริภมิูอิงระยะทางบริบรูณ์ที่วางนยัทัว่ไปกวา่ของ Neamanee and Kaewkhao (2011)  
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