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บทคัดย่อ


	งานวิจัยนี้มีวัตถุประสงค์เพื่อขยายทฤษฎีที่เกี่ยวข้องกับจุดตรึงสำหรับการส่งหลายค่าแบบวนบนรูปทั่วไปของฟังก์ชันอิงระยะทาง ภายใต้ปริภูมิอิงระยะทางบริบูรณ์ที่วางนัยทั่วไปกว่าของ Neammanee, K. and Kaewkhao, A.  [3]
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Abstract


In this  research,  the Neammanee, K. and  Kaewkhao, A. [3] results that fixed point theorems for cyclical mapping in complete metric space are extended using generalized distance  .
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1. บทนำ
1.1. ที่มาและความสำคัญของปัญหา








	ในการศึกษาทฤษฎีของจุดตรึง (fixed point theorem) ทฤษฎีที่สำคัญซึ่งเป็นการเริ่มต้นของการศึกษา ก็คือ หลักการการหดตัวของบานาค (The Banach Contraction Principle) [1]  ซึ่งกล่าวไว้ คือ ให้ เป็นปริภูมิอิงระยะทางบริบูรณ์ (complete metric space) และ  เป็นการส่งแบบหดตัว  (-contraction mapping) นั่นคือ มีค่าคงที่ ซึ่ง สำหรับทุก  จะได้ว่า  มีจุดตรึงเพียงจุดเดียวเท่านั้น
	สำหรับการขยายผลของทฤษฎีบทนี้นั้นปรากฏอยู่ในผลงานวิจัยต่างๆ เช่น Kirk, W.A., Srinivasan, P.S. and Veeramani, P. [2] และอ้างอิงอื่นๆ ในนั้นด้วย





	ในปี 1969 Nadler, S.B. [5] ได้ศึกษาจุดตรึงภายใต้การส่งหลายค่าแบบหดตัว (contraction multi-valued mapping) โดยให้ เป็นปริภูมิอิงระยะทางและให้ แทนวงศ์ (family) เซตย่อยที่ไม่เป็นเซตว่างของ  เรียกการส่ง  ว่าเป็นการส่งหลายค่า และถ้ามีค่าคงที่ ซึ่ง 


 สำหรับทุก 



เราจะเรียก  ว่าการส่งหลายค่าแบบหดตัว โดยที่ และ 











	จะเรียก ว่าเป็นจุดตรึงของการส่งหลายค่า   ก็ต่อเมื่อ  ซึ่งจะเขียนแทนเซตของจุดตรึงของ  ด้วย  นั่นคือ  ดังนั้น ถ้า ให้  เป็นปริภูมิอิงระยะทาง และ  เป็นการส่งหลายค่าแบบหดตัว เมื่อ  แทน วงศ์ของเซตย่อยปิดที่ไม่ว่างและมีขอบเขตของ  แล้ว  จะมีจุดตรึงอย่างน้อยหนึ่งจุด













	ในปี 2003 หนึ่งในทฤษฎีที่น่าสนใจที่  Kirk, W.A., Srinivasan, P.S. and Veeramani, P. [2] ได้พิสูจน์ไว้ คือ ให้  และ  เป็นเซตย่อยปิดที่ไม่ว่างของปริภูมิอิงระยะทางบริบูรณ์ (complete metric space)  สมมติให้  เป็นการส่งแบบวน (cyclic mapping) นั่นคือ  และ  และมี  ซึ่ง  สำหรับทุก  และ   แล้ว จะได้ว่า และ  มีจุดตรึงเพียงจุดเดียวใน 
	ในปี 2011 Neammanee, K. and Kaewkhao, A. [3] ได้พัฒนาและขยายผลทฤษฎีของจุดตรึงภายใต้การส่งหลายค่าแบบวน ดังนี้









	ทฤษฏีบท 1.1.  ให้  และ  เป็นเซตย่อยปิดที่ไม่ว่างของปริภูมิอิงระยะทาง  สมมติให้  เป็นการส่งหลายค่าแบบวนบน  และ  โดยที่  เป็นเซตปิดที่มีขอบเขต สำหรับทุก  ถ้ามีค่าคงที่  ซึ่ง



 สำหรับทุก  และ 


แล้ว  จะมีจุดตรึงอย่างน้อยหนึ่งจุดใน 








	ทฤษฏีบท 1.2. ให้  เป็นเซตย่อยปิดที่ไม่ว่างของปริภูมิอิงระยะทางบริบูรณ์  และ  เป็นวงศ์ของเซตย่อยปิดที่ไม่ว่างของ  สมมติให้  โดยที่  เป็นเซตปิดที่มีขอบเขต สำหรับทุก    และสอดคล้องกับเงื่อนไขต่อไปนี้




		()   สำหรับ  และ  ;






		()   ซึ่ง  สำหรับทุก  และ  เมื่อ 


แล้ว  จะมีจุดตรึงอย่างน้อยหนึ่งจุดใน 










	ทฤษฏีบท 1.3. ให้  และ   เป็นเซตย่อยปิดที่ไม่ว่างของปริภูมิอิงระยะทางบริบูรณ์  กำหนดให้  เป็นการส่งหลายค่าแบบวนบน  และ  และ  เป็นเซตปิดที่มีขอบเขต สำหรับทุก  ถ้ามีค่าคงที่ และ  ซึ่ง 







สำหรับทุก  และ  แล้ว จะมีจุดตรึงอย่างน้อยหนึ่งจุดใน  และ  เป็นเซตบริบูรณ์ (complete set)    
	ในงานวิจัยนี้ ผู้วิจัยจะขยายแนวคิดทฤษฎีจุดตรึงของการส่งหลายค่าแบบวนซึ่งวางนัยทั่วไปกว่าของ Neammanee, K. and  Kaewkhao, A. [3] โดยใช้




	1)  แนวคิดของ Du, W. [7] ซึ่งใช้ฟังก์ชัน  ที่เป็นฟังก์ชัน   นั่นคือ สำหรับทุก จะได้ว่า  และสอดคล้องกับเงื่อนไข



			  สำหรับ 









			 ถ้า และ  ใน  เมื่อ  ซึ่ง  สำหรับบางค่าคงที่ ที่ขึ้นอยู่กับ  แล้ว 








			 สำหรับลำดับ  ใน  ซึ่ง  ถ้ามีลำดับ ใน  ซึ่ง  แล้ว 





			 สำหรับ ,  และ  แล้ว 
	และมีบทตั้งที่สำคัญที่ใช้ในงานวิจัย ดังนี้









	บทตั้ง 1.5. ให้  เป็นปริภูมิอิงระยะทาง และ  เป็นฟังก์ชัน ถ้า  สอดคล้องกับ () และลำดับ   บน  ซึ่ง  แล้ว  เป็นลำดับโคชีบน   









	บทตั้ง 1.6. ให้   เป็นเซตปิดที่ไม่ว่างบนปริภูมอิงระยะทาง  และ เป็นฟังก์ชัน กำหนดให้  มีสมบัติสอดคล้อง () และมี ซึ่ง  ดังนั้น จะได้ว่า  ก็ต่อเมื่อ 







	บทตั้ง 1.7. ให้  และ  เป็นฟังก์ชัน  บน   ถ้า  เป็นเซตปิด แล้ว จะมี  ซึ่ง







	2) ฟังก์ชัน   ที่เป็นฟังก์ชันอิงระยะทาง  บน ที่กำหนดโดย  นั่นคือ สำหรับ  กำหนดฟังก์ชัน  โดย


เมื่อ และ




	3) ฟังก์ชัน   ซึ่งสอดคล้องกับเงื่อนไขของ Mizoguchi-Takahashi นั่นคือ  สำหรับทุก   และจะพบข้อสังเกต ดังนี้





	 ข้อสังเกต 1.8. (1) ถ้าฟังก์ชัน  ซึ่ง  เมื่อ  แล้ว  เป็นฟังก์ชัน 



		(2)  ถ้า  เป็นฟังก์ชันไม่ลด (Non-decreasing function) แล้ว  เป็นฟังก์ชัน 







		(3)  ถ้า  เป็นฟังก์ชัน  ก็ต่อเมื่อ สำหรับทุก  จะมี และ  ซึ่ง  สำหรับทุก 





		(4)  ถ้า เป็นฟังก์ชัน  แล้ว  ซึ่ง  เป็นฟังก์ชัน 

1.2. วัตถุประสงค์

	เพื่อขยายทฤษฎีที่เกี่ยวข้องกับจุดตรึงสำหรับการส่งหลายค่าแบบวนบนรูปทั่วไปของฟังก์ชันอิงระยะทาง  ภายใต้ปริภูมิอิงระยะทางบริบูรณ์
1.3. สมมติฐานของงานวิจัย

	ทฤษฎีจุดตรึงสำหรับการส่งหลายค่าแบบวนบนรูปทั่วไปของฟังก์ชันอิงระยะทาง  ภายใต้ปริภูมิอิงระยะทางบริบูรณ์ที่วางนัยทั่วไปกว่าของ Neammanee, K. and  Kaewkhao, A. [3]
1.4. ขอบเขตของงานวิจัย

	ในงานวิจัยนี้จะศึกษาทฤษฎีจุดตรึงโดยจะศึกษาจุดตรึงสำหรับการส่งหลายค่าแบบวนบนรูปทั่วไปของฟังก์ชันอิงระยะทาง  ภายใต้ปริภูมิอิงระยะทางบริบูรณ์

2. วิธีการ
ในงานวิจัยนี้ผู้วิจัยดำเนินการวิจัย ดังนี้
	2.1. ศึกษาเอกสารและงานวิจัยที่เป็นความรู้พื้นฐานเกี่ยวกับทฤษฎีจุดตรึงสำหรับการส่งหลายค่าแบบวนและหดตัว ดังนี้
		2.1.1. เอกสารของ Kreyzig, E. (1978) [1] เกี่ยวกับ ปริภูมิอิงระยะทาง การลู่เข้าและการมีขอบเขตของลำดับ การมีขอบเขตของฟังก์ชัน ฟังก์ชันกึ่งต่อเนื่องล่าง ฟังก์ชันคอนเวกซ์ 
		2.1.2. เอกสารของ Takahashi, W. (2000) [6] เกี่ยวกับบทนิยามและทฤษฎีที่เกี่ยวกับฟังก์ชันอิงระยะทางเฮาส์ดอร์ฟ 
		2.1.3. งานวิจัยของ Kirk, W.A., Srinivasan, P.S. and Veeramani, P. (2003) [2] เกี่ยวกับการส่งหลายค่าแบบวนและการส่งหลายค่าแบบหดตัว 
		2.1.4. งานวิจัยของ Nadler, S.B. [5] (1969) [4] เกี่ยวกับการส่งหลายค่าแบบหดตัว 
	2.2. ศึกษางานวิจัยของ Neammanee, K. and Kaewkhao, A. [3] เพื่อทำความเข้าใจเกี่ยวกับทฤษฎีจุดตรึงสำหรับการส่งหลายค่าแบบวนและเป็นแนวทางการขยายผลงานวิจัยนี้


	2.3. ศึกษาเอกสารของ Takahashi, W. (2000) [6] เกี่ยวกับฟังก์ชันอิงระยะทาง  เพื่อใช้เป็นความรู้พื้นฐานในการศึกษาฟังก์ชัน 





	2.4. ศึกษางานวิจัยของ Lin, L. and Du, W. (2006) [4] เกี่ยวกับฟังก์ชัน  เพื่อใช้เป็นความรู้พื้นฐานในการศึกษาฟังก์ชัน  และฟังก์ชัน  ที่เป็นฟังก์ชันอิงระยะทาง  ที่กำหนดโดย 





	2.5. ศึกษางานวิจัยของ Du, W. (2010) [7] เกี่ยวกับ ฟังก์ชัน   ฟังก์ชัน  ที่เป็นฟังก์ชันอิงระยะทาง  ที่กำหนดโดย  และฟังก์ชัน  
	2.6. นำความรู้ที่ได้จากข้อ 2.3 - 2.5 มาตั้งสมมติฐานและสร้างทฤษฎีบทให้สอดคล้องกับข้อสมมติฐาน แล้วพิสูจน์ทฤษฎีบทดังกล่าว

3. ผลและอภิปราย
	ในงานวิจัยนี้ผู้วิจัยนำเสนอทฤษฎีบทและการพิสูจน์ทฤษฎีดังต่อไปนี้













ทฤษฎีบท 3.1. ให้  และ  เป็นเซตย่อยปิดที่ไม่ว่างของปริภูมิอิงระยะทาง  และให้ฟังก์ชัน  เป็นฟังก์ชัน  บน  กำหนดให้  เป็นการส่งหลายค่าแบบวนบน  และ  และ  เป็นเซตปิดที่มีขอบเขต สำหรับทุก   และให้  เป็นฟังก์ชัน  ซึ่ง 



 สำหรับทุก และ 

ถ้าการส่ง สอดคล้องกับเงื่อนไขข้อใดข้อหนึ่งต่อไปนี้

	(D1)  เป็นเซตปิด


	(D2) การส่ง ที่กำหนดโดย  เป็นฟังก์ชันกึ่งต่อเนื่องล่าง






	(D3) สำหรับทุกลำดับ  ใน  ซึ่ง  เมื่อ  และ  เราจะได้ว่า  


	(D4)  สำหรับ 


แล้ว  จะมีจุดตรึงอย่างน้อยหนึ่งจุดใน 














พิสูจน์  จากข้อสังเกต 1.8. (4) เราสามารถนิยามฟังก์ชัน  ที่เป็นฟังก์ชัน  โดย  ดังนั้น จะได้ว่า และ  สำหรับทุก   กำหนดให้  และ   ถ้า จะได้ว่า  นั่นคือ  นั่นหมายความว่า  แต่ถ้า  จะได้ว่า จะมี  ซึ่ง 









นั่นคือ  แต่ถ้า ซึ่งจะได้ว่า  นั่นคือ  แสดงว่าว่า  แต่ถ้า  จะได้ว่า จะมี  ซึ่ง 















นั่นคือ  ในทำนองเดียวกัน เราจะได้ลำดับ  โดยที่  ซึ่งจะพบว่า , ,  และ สำหรับ  เนื่องจาก  สำหรับทุก  ดังนั้น  เป็นลำดับลดอย่างเข้มในช่วง  กำหนดให้  






นั่นคือ สำหรับทุก  จะมี  ซึ่ง  สำหรับทุก  เมื่อ  และกำหนดให้  






เนื่องจาก   เป็นฟังก์ชัน  ดังนั้น จะมี  และ   ซึ่ง  สำหรับทุก  ดังนั้น เราจะพบว่า




เพราะฉะนั้น เราจะได้ว่า   สำหรับทุก 


ดังนั้น สำหรับ  ซึ่ง  จะได้ว่า

						

						                  

													(2.4)




เนื่องจาก  เมื่อ  ดังนั้น เพราะฉะนั้นลำดับ  เป็นลำดับโคชี  


















เนื่องจาก  เป็นปริภูมิอิงระยะทางบริบูรณ์  ดังนั้น จะมี  ซึ่ง  เมื่อ   เนื่องจาก  และ  ดังนั้น  และ   เนื่องจาก  และ  เป็นเซตปิด และ  และ  เมื่อ  ทำให้ได้ว่า  และ  ตามลำดับ แสดงว่า  และจากเงื่อนไข () และ (2.4) จะได้ว่า  สำหรับทุก 

  





ต่อไปเราจะแสดงว่า   ถ้าเงื่อนไข (D1) เป็นจริง เนื่องจาก  เป็นเซตปิดและ  และ เมื่อ   



จะได้ว่า  ถ้าเงื่อนไข (D2) เป็นจริง กำหนดให้ ที่กำหนดโดย  เป็นฟังก์ชันกึ่งต่อเนื่องล่าง ดังนั้น 
















จากบทตั้ง 1.7 จะได้ว่า  ถ้าเงื่อนไข (D3) เป็นจริง จากดังนั้น จะมี  ซึ่ง และ  ซึ่ง จาก () จะได้ว่า  เนื่องจาก  ดังนั้น   เมื่อ  เนื่องจาก  เป็นเซตปิด แสดงว่า  ถ้าเงื่อนไข (D4) เป็นจริง สมมติให้   ดังนั้น




 

ทำให้เกิดข้อขัดแย้ง แสดงว่า   
ข้อสังเกต 3.2. เราจะพบว่าทฤษฎีบท 3.1. ได้ขยายทฤษฎีบท 1.1 [4]





ทฤษฎีบท 3.3. ให้  เป็นเซตย่อยปิดที่ไม่ว่างของปริภูมิระยะทางบริบูรณ์  และสมมติให้  และ  เป็นเซตปิดที่มีขอบเขต และ เมื่อ  และสอดคล้องกับเงื่อนไขต่อไปนี้
(a) 


 สำหรับ  และ  ;
(b) 




 ซึ่ง  สำหรับทุก  และ เมื่อ 



ถ้าการส่ง สอดคล้องกับเงื่อนไข (D1), (D2), (D3) และ (D4) ข้อใดข้อหนึ่งใน ทฤษฎีบท 3.1 แล้ว  จะมีจุดตรึงอย่างน้อยหนึ่งจุดใน 
พิสูจน์  การพิสูจน์สามารถพิสูจน์ได้ในลักษณะเดียวกับทฤษฎีบท 2.1 
ข้อสังเกต 3.4. เราจะพบว่าทฤษฎีบท 3.3 ได้ขยายทฤษฎีบท 1.2 [4]














ทฤษฎีบท 3.5. ให้  และ  เป็นเซตย่อยปิดที่ไม่ว่างของปริภูมิอิงระยะทาง  และ  เป็นฟังก์ชัน  บน  กำหนดให้  เป็นการส่งหลายค่าแบบวนบน  และ  และ  เป็นเซตปิดที่มีขอบเขตสำหรับทุก   ถ้ามีฟังก์ชัน  ซึ่งเป็นฟังก์ชัน  และค่าคงที่  ซึ่ง 

 



สำหรับทุก  และ  ถ้าการส่ง สอดคล้องกับเงื่อนไข (D1), (D2), (D3) และ (D4) ข้อใดข้อหนึ่งใน ทฤษฎีบท 3.1



แล้ว  จะมีจุดตรึงอย่างน้อยหนึ่งจุดใน  และ  เป็นเซตบริบูรณ์ (complete set)    







พิสูจน์ สังเกตว่า ถ้าเราให้  ดังนั้นเราจะมี  เพราะฉะนั้น ถ้า  เราจะได้ว่า  ดังนั้น สำหรับฟังก์ชัน  ซึ่งเป็นฟังก์ชัน  และค่าคงที่  ซึ่ง

		         

				    

				    









ดังนั้น เราสามารถใช้วิธีการเดียวกันกับทฤษฎี 3.1. เพื่อแสดงว่า  และ  เราจะแสดงว่า  เป็นเซตบริบูรณ์            ให้   เป็นลำดับใน   ซึ่ง  เนื่องจาก  และ  เป็นเซตปิด จะได้ว่า  ดังนั้น

					

			    

			  

	     







เพราะฉะนั้น ถ้า  จะได้ว่า  เนื่องจาก  เป็นเซตปิด ดังนั้น  ทำให้ได้ว่า  เป็นเซตปิด 

แสดงว่า  เป็นเซตบริบูรณ์
ข้อสังเกต 3.6. เราจะพบว่าทฤษฎีบท 3.5 ได้ขยายทฤษฎีบท 1.3 [4]
4. บทสรุป

	ในงานวิจัยนี้เราได้ขยายทฤษฎีที่เกี่ยวข้องกับจุดตรึงสำหรับการส่งหลายค่าแบบวนบนรูปทั่วไปของฟังก์ชันอิงระยะทาง  ภายใต้ปริภูมิอิงระยะทางบริบูรณ์ที่วางนัยทั่วไปกว่าของ  Neamanee, K. and [3] ซึ่งทฤษฎีที่ขยายดังกล่าวปรากฏใน ทฤษฎีบท 3.1, ทฤษฎีบท 3.3 และ ทฤษฎีบท 3.5
เอกสารอ้างอิง 
 [1] Kreyzig, E., Introductory Functional Analysis with Applications, University of  Windson, Jonh  Wiley & Sons, Canada, 1978.
 [2] Kirk, W.A., Srinivasan, P.S. and  Veeramani, P., Fixed points for mappings satisfying cyclical contractive conditions, Fixed Point Theory. 
	4, 79-89 (2003).
[3] Neammanee, K. and  Kaewkhao, A., Fixed points and Best Proximity Points For Multi-Valued Mapping Satisfying Cyclical 
	Condition, Int. J. of Mathematical Sciences and  Applications, Vol. , No.1, January 2011.
[4] Lin, L. and Du, W., Ekeland’s variational principle, minimax theorems and existence of nonconvex equilibria in complete 
	metric spaces, J. Math.  Anal.  Appl. 323(2006). 
[5] Nadler, S.B., Multi-valued contraction mappings, Pac. J. Math. 30,  475-488 (1969).
[6] Takahashi, W., Nonlinear Functional Analysis Fixed Point Theory and its Applications, Yokohama Publishers, Japan,2000. 
[7] Du, W., Some new results and generalizations in metric fixed point theory, Nonlinear Analysis 73 (2010) 1439_1446 (2010)
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