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บทคัดย่อ 
บทความนีแ้สดงการวิเคราะห์การเสียรูปของก้อนของไหล (Fluid element) ที่อยู่ระหว่างการทดสอบการยืดดึงทิศ                      

ทางเดียว การทดสอบยืดดึงสองทิศทาง และการทดสอบการยืดดึงในระนาบ และแสดงให้เห็นว่าการยืดดึงทิศทางเดียวและ
สองทิศทางมีจลนศาสตร์การไหล (Flow kinematics) ที่มีการเปลี่ยนรูปเชิงเส้นที่มีการหมนุ (Rotational flow) ในขณะที่การ
ไหลยืดดึงในระนาบเป็นการไหลที่ไม่มีการหมนุ (Irrotational flow) นอกจากนีย้งัอธิบายที่มาของฟังก์ชนัทางรีโอโลยีของการ
ไหลยืดดึงด้วยการ สมดลุแรงจากก้อนของไหล (Fluid element) ในแผนภาพวตัถอุิสระ (Free body diagram) ของกลุม่ของ
ไหลที่อยูร่ะหวา่ง การทดสอบการยืดดงึ ท าให้เข้าใจความสมัพนัธ์ของแรงดึงกบัค่าความหนืดยืดดึง (Elongational viscosity) 

 ,E t   และค่ามอดุลสัยืดหยุ่นของยงัส์ (Young’s elastic modulus)  ,E t   ในการไหลยืดดึงทิศทางเดียว และใน

ท านองเดียวกัน ยังอธิบายที่มาของฟังก์ชันทางรีโอโลยีของการไหลยืดดึงสองทิศทาง  ,B Bt   และ  ,B BE t   และ

ฟังก์ชนัทางรีโอโลยีของการไหลยืดดึงในระนาบ  1 ,P t  ,  2 ,P t   และ  1 ,PE t  ,  2 ,PE t   อีกทัง้ยงัได้แสดงถึง
ความสมัพนัธ์ระหวา่งฟังก์ชนัทางรีโอโลยีของการไหลยืดดงึเหลา่นี ้กบัความหนืดในการไหลแบบเฉือนด้วย ตวัแปรเหลา่นีท้าง
สมาคมรีโอโลยีแห่งสหรัฐอเมริกา (Society of Rheology, USA) ได้ประกาศให้นกัวิจยัที่ท างานด้านรีโอโลยีใช้ให้เหมือนกนั 
เพื่อความเข้าใจที่ตรงกนั 

 

ค าส าคัญ  :  รีโอโลยีของการไหลยืดดงึ ; คา่ความหนืดยืดดงึ ; การไหลทิศทางเดียว ; การไหลสองทิศทาง ; การไหลในระนาบ 
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Abstract 
The objective of this paper is to analyze the fluid element under the elongational deformation and to 

explain the origin of the rheology functions of shear free flows.  The analysis’s shown that flow kinematics of the 
uniaxial and biaxial elongations are rotational, while those of the planar elongation are irrotational. From force 
balances of the free body diagram of a fluid element in an uniaxial elongational flow experiment, the stretching 

force is related to the elongational viscosity  ,E t   and the Young’s elastic modulus  ,E t  .  Moreover, the 

force balances of the fluid element give the biaxial elongational viscosity  ,B Bt   and the Young’s elastic 

modulus  ,BE t   in biaxial flow.  Last, the rheology functions of planar elongational flow are examined.  The 

first and second planar elongational viscosities,  1 ,P t   and  2 ,P t  , and the first and second planar 

elongational moduli,  1 ,PE t   and  2 ,PE t  , are exploded.  Moreover, the relationships between shear 
viscosity and extensional parameters are determined.  These elongational rheology functions are standardized by 
the American the Society of Rheology to be commonly used worldwide. 

 

Keywords :  rheology of elongational flow ; elongational viscosity ; uniaxial flow ; biaxial flow ; planar flow 
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บทน า 
รีโอโลยี (Rheology) เป็นศาสตร์ที่เกิดขึน้ในช่วงราวกลางคริสต์ศตวรรษที่ 20 (Tanner, 2002) เป็นการศึกษา

ความสมัพนัธ์ระหวา่งแรง และการเปลีย่นรูปของวตัถใุนช่วงเวลาที่สนใจ โดยที่แรงนัน้จะท าให้วตัถเุกิดการเปลี่ยนแปลงรูปร่าง
อยา่งถาวร และเกิดเป็นการไหลของสสารในที่สดุ (Kolitawong, 2003; Kolitawong & Giacomin, 2009) การไหลแบง่ออกเป็น 
2 ประเภทหลกั ๆ คือ การไหลแบบเฉือน (Shear flow) และการไหลที่ไม่มีการเฉือน (Shear free flow) หรือเรียกอีกช่ือหนึ่งว่า
การไหลยืดดงึ (Elongational flow) การไหลแบบเฉือนเป็นการไหลของของไหลในช่องแคบหรือไหลในท่อ ซึ่งกระบวนการผลิต
พลาสติกแทบทัง้หมด เช่น การอดัรีด (Extrusion) การฉีดเข้าแม่พิมพ์ (Injection molding) และการกดอดัเข้าแม่พิมพ์ 
(Compression molding) จะเก่ียวกบัการไหลแบบเฉือนนี ้ในขณะที่ของไหลในช่องแคบหรือไหลในท่อนัน้บางครัง้ของไหล
อาจจะถกูยืดดึง (Elongation) ไปพร้อม ๆ กนั เช่น การไหลผ่านช่องแคบหรือท่อลดขนาดเป็นต้น สว่นการไหลแบบที่ไม่มีการ
เฉือนจะเกิดจากการยืดดงึเป็นหลกั เช่น การยืดดงึในกระบวนการหลอมป่ันเส้นใย (Fiber melt spinning) กระบวนการเป่าถงุ 
(Film blowing) และการเป่าเข้าแม่พิมพ์ (Blow molding) เป็นต้น แต่อย่างไรก็ตามโดยปกติแล้วพฤติกรรมการไหลใน
กระบวนการขึน้รูปพอลเิมอร์จะเกิดทัง้การไหลแบบเฉือน และการไหลยืดดึงไปพร้อม ๆ กนั ส าหรับการวิเคราะห์สมบตัิรีโอโลยี
ในการไหลแบบเฉือน และตัวแปรในการทดสอบการไหลแบบเฉือนอย่างละเอียดหาอ่านได้จาก (Kolitawong, 2018, 
Kolitawong, 2020) ในบทความนีจ้ะแนะน าฟังก์ชนัทางรีโอโลยีของการไหลแบบเฉือนแค่พอสงัเขป เพื่อให้เกิดความเข้าใจถึง
ที่มาของสมบตัิวสัด ุและพฤติกรรมการไหลยืดดงึเป็นหลกั ในการทดสอบยืดดงึยงัมีรายละเอียดในการทดสอบแยกยอ่ยออกไป
อีก ขึน้อยูก่บัวตัถปุระสงค์ในการทดสอบ เช่น การศกึษาอตัราเครียดยืดดงึคงตวั (Steady elongational flow) ซึง่เป็นการไหลที่
ไม่ขึน้กบัเวลา นัน่คือมีอตัรายืดดึงคงที่ 0  ส่วนการทดสอบยืดดึงที่ขึน้อยู่กบัเวลา (Unsteady flow) จะมีการทดสอบหลาย
รูปแบบ เช่น การยืดหดเป็นรอบ (Oscillatory elongation) การเกิดความเค้นยืดดึง (Elongational stress growth) และการ
คลายความเค้นยืดดึง (Elongational stress relaxation) เป็นต้น ในการทดสอบยืดดึงไม่คงตวัเหลา่นี ้จะกระท าที่อตัรายืดดึง
คงที่ 0  แต่จะสังเกตพฤติกรรมของวัสดุที่เป็นฟังก์ชันของเวลาหลังจากที่หยุดหรือได้รับอัตรายืดดึงคงที่ 0  นัน้ ๆ 
(Kolitawong, 2019a) ถึงแม้วา่นกัวิจยัมีการท าการทดสอบเพื่อศึกษาพฤติกรรมของวสัดพุอลิเมอร์มาอย่างต่อเนื่อง แต่ก็ยงัมี
การน าเสนอรูปแบบการทดสอบอื่น ๆ ที่ไม่ใช่การทดสอบหลกั ๆ ที่ได้กลา่วไปแล้ว เช่น การทดสอบสมบตัิรีโอโรยีบนเคร่ืองขึน้
รูป (Online rheometry) ซึง่ไมไ่ด้กลา่วถึงอยา่งเจาะจงในบทความนี ้แตก็่สามารถอ้างอิง และน าไปประยกุต์ใช้ได้เช่นกนั 

วตัถุประสงค์หลกัในบทความนี ้คือการใช้หลกักลศาสตร์ของไหลอธิบายที่มาของฟังก์ชันรีโอโลยีในการไหลแบบ              
ยืดดึงในการทดลองหลัก ๆ (Kolitawong, 2019a; Morrison, 2001) ไม่ว่าจะเป็นการยืดดึงทิศทางเดียว (Uniaxial 
elongational flow) การยืดดงึสองทิศทาง (Biaxial elongational flow) และการยืดดงึในระนาบ (Planar elongational flow) ที่
สมาคมรีโอโลยีแห่งสหรัฐอเมริกา (Society of Rheology, SOR) ได้ให้การรับรองแล้ว และทางสมาคมฯ ได้มีการแต่งตัง้
กรรมการ เพื่อก าหนดฟังก์ชันรีโอโลยีเพื่อให้นกัวิจัยด้านรีโอโลยี ได้ใช้ตวัแปรเหล่านัน้ในทิศทางเดียวกัน (Dealy, 1984; 
Dealy,1995; Ad Hoc Committee, 2013) 
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พฤติกรรมการไหล 
เมื่อพิจารณาตามหลกักลศาสตร์ของไหล การเคลือ่นท่ีของก้อนอนภุาคของไหล ท าให้รูปทรงของกลุม่ของไหลเสียรูปไป 

(ตามอตัราเร็วในการเสียรูป) ซึ่งท าให้เกิดความเค้นดงัแสดงในภาพที่ 1 จะเห็นได้ว่าพจน์ความเค้นเพิ่มเติม (Extra stress 
components) จากการเคลือ่นท่ี (

ij ) มีความสมัพนัธ์กบัอตัราเครียดของก้อนของไหล (
ij ) (Pritchard, 2011; White, 2003) 

ซึง่สามารถเขียนอยูใ่นรูปของดชันีบง่ชีข้องไอน์สไตน์ (Einstein index notation) ได้คือ 
 

 ij ijf   (1) 

 
ซึ่งพจน์ของอตัราเครียด 

ij  ในเทนเซอร์อตัราเครียด   ซึ่งประกอบไปด้วยอตัราเครียดทัง้หมด 9 พจน์ทัง้ในแนวทแยงมุม 

และนอกแนวทแยงมมุ มีความสมัพนัธ์กบัอตัราการเสยีรูป ij  ดงันี ้
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ภาพที่ 1  ก้อนอนภุาคของไหลที่มีการเคลือ่นท่ี ท าให้ก้อนอนภุาคมีการเสยีรูปเชิงเส้น เช่น การยดืดงึ และการเสยีรูป 

                    เชิงมมุ เช่น การบิดเบีย้วไปพร้อม ๆ กนั โดยก้อนอนภุาคที่เวลา 0t  ยงัไมม่ีการเปลีย่นแปลงรูปร่าง ในขณะท่ี 
                    ก้อนอนภุาคเดิมที่เวลา 0t t  เกิดการเสยีรูปไปแล้ว 

 
เมื่อ i  และ j  เป็นต าแหน่งบนเทนเซอร์ความเค้นและอตัราเครียด ที่มีหมายเลขก ากบัทิศทางของระบบแกนที่ 1, 2 หรือ 3         
โดยที่ระบบแกน 1 2 3, ,x x x  บางครัง้เรียกวา่ ระบบแกน , ,x y z  ในระบบแกนพิกดัฉาก ตามล าดบั iv  และ jv  เป็นความเร็ว
ของก้อนของไหล (Fluid element) ในแนวแกน i  และ j  และ ix  และ jx  เป็นต าแหน่งของก้อนของไหลในแนวแกน i  และ 
j  ตามล าดบั เมื่อ , 1,2,3i j   ส าหรับผู้ที่ไม่คุ้นเคยกบัเวคเตอร์และเทนเซอร์ ที่เขียนอยู่ในรูปของดชันีบ่งชีข้องไอน์สไตน์ 
(Einstein index notation) สามารถอ่านบทความเพิ่มเติมได้ที่ภาคผนวกของ (Bird, Stewart, Lightfoot & Klingenberg, 
2015)  
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สมการที่ (2) แสดงให้เห็นว่าอตัราเครียด 
ij  กบัอตัราการเสียรูป ij  บรรยายฟิสิกส์ในสิ่งเดียวกัน ต่างกันเพียงแค่

คา่คงที่ 2 เทา่นัน้ และยงัแสดงให้เห็นวา่อตัราเครียดของวสัดุ เกิดจากอตัราการเสียรูปของวสัดเุชิงเส้น (Linear deformation) 
ซึง่อยูใ่นต าแหนง่แนวทแยง (Diagonal positions) ของเทนเซอร์อตัราเครียด เมื่อ i j  และอตัราการเสยีรูปเชิงมมุ (Angular 
deformation) ซึ่งจะอยู่นอกต าแหน่งทแยงมมุ (Off-diagonal position) ของเทนเซอร์อตัราเครียด เมื่อ i j  ถึงแม้ว่า
โดยทั่วไปแล้วพฤติกรรมการไหลของวสัดุ จะเกิดทัง้อัตราการเสียรูปเชิงเส้นและเชิงมุมไปพร้อม ๆ กัน ท าให้เกิดการไหล                
แบบเฉือน และการไหลยืดดงึด้วยกนัเสมอ แต่การแจกแจงต าแหน่งของเทนเซอร์อตัราเครียดในแนวทแยงและนอกแนวทแยง
ข้างต้น ท าให้สามารถแจกแจงประเภทของการไหลออกเป็น 2 ประเภท คือ การไหลแบบเฉือนสมับรูณ์ (Pure shear) และการ
ไหลที่ไมม่ีการเฉือน (Shear free flow) ในทางทฤษฎีการไหลแบบเฉือนสมับรูณ์ จะเป็นการไหลที่มีค่าอตัราเครียดในต าแหน่ง
ทแยงมมุ ( i j ) เป็นศนูย์ (0) ทัง้หมด และในทางกลบักนั การไหลที่ไมม่ีการเฉือนสมับรูณ์ จะเป็นการไหลที่มีค่าอตัราเครียด
นอกต าแหนง่ทแยงมมุ ( i j ) เป็นศนูย์ (0) ทัง้หมด 
 
การไหลแบบเฉือน 

ถ้าของไหลถูกเฉือนในช่องแคบไปในทิศทางที่ 1 ด้วยอัตราเครียดเฉือน  21 t   ดังแสดงในภาพที่ 2 ดังนัน้              
ความหนืดของของไหลแบบนิวโทเนียนที่ไม่สามารถกดอดัได้ (Incompressible) จะมีความเค้นเฉือน 21  ที่แปรผนัตรงกับ
อตัราความเครียดเฉือน 21  นัน่คือ 

 

21

21





   (3) 

 
เมื่อ   คือความหนืดของของไหลชนิดนิวโทเนียน (Newtonian viscosity) ซึ่งเป็นค่าคงที่ส าหรับการไหลที่มีอุณหภูมิคงที่ 
(Isothermal) ใด ๆ (Cengel & Cimbala, 2006; Munson, Young & Okiishi, 2002) ในท านองเดียวกนั ส าหรับของไหลแบบ
นอนนิวโทเนียนที่ความหนืดไมค่งที่ สามารถหาได้จาก 
 

 
 21

21

,
,

t
t

 
 


   (4) 

 
V

h2x

1x

 1 2v t x
0t 0 Δt t

 
ภาพที่ 2  แสดงการไหลแบบเฉือนอยา่งง่าย (Simple shear flow) ที่ไหลในทิศทาง 1x  
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โดยขนาดของอตัราเครียดเฉือน   นิยามโดย 
 

3

, 1

1 1
:

2 2
ij ij

i j

     


     (5) 

 

เราเรียก  ,t   วา่ความหนืดของของไหลชนิดนอนนิวโทเนียนทีไ่มเ่ป็นเชิงเส้น ซึง่ขึน้อยูก่บัเวลา และขนาดของอตัราเครียด

เฉือน   แต่ถ้าเป็นการไหลคงตวัที่ไม่ขึน้กบัเวลา ความหนืดในการไหลแบบเฉือนคงตวั     จะขึน้อยู่กบัขนาดของอตัรา
เครียดเฉือน   เพียงอยา่งเดียว และอาจจะมีคา่เพิ่มขึน้ หรือลดลงเมื่อขนาดของอตัราเครียดเฉือน   เพิ่มขึน้ก็ได้ แต่อย่างไร

ก็ตามความหนืดของของไหลแบบเฉือนคงตวั จะลูเ่ข้าหาความหนืดที่การเฉือนเป็นศนูย์ (Zero shear viscosity)   00    
เมื่อ 0    

จะเห็นได้วา่สมการท่ี (4) มีพฤติกรรมการไหลคล้ายนิวโทเนียน (Generalized Newtonian fluid) (Kolitawong, 2019b) 
และโดยทัว่ไปแล้วค าว่า “รีโอโลยี” มกัหมายถึงการไหลของของไหลชนิดนอนนิวโทเนียน ซึ่งความหนืดขึน้อยู่กบัอตัราเครียด
ตามสมการท่ี (4) หรือเป็นของไหลชนิดนิวโทเนียน ซึ่งมีความหนืดคงที่ ที่มีความสมัพนัธ์ของความเค้นเฉือน และอตัราเครียด
เฉือนตามสมการที่ (3) ก็ได้ เราเรียกสมการที่มีความเค้น ij  เปลี่ยนไปตามอตัราเครียดเฉือน 

ij  ดงัแสดงในสมการที่ (3) 
และ (4) ว่าสมการแสดงพฤติกรรมการไหล (Constitutive equations of fluid flows) (Bird, Stewart, Lightfoot & 
Klingenberg, 2015)  

ถ้าวสัดทุี่มีความยืดหยุ่นสงู (Elastic or hyperelastic material) ความเค้นเฉือน 21  จะไม่ขึน้อยู่กบัอตัราเครียดเฉือน 

21  แตจ่ะสมัพนัธ์กบัความเครียดเฉือน 21  ซึง่เป็นไปตามกฎของฮกุ (Hook’s law) กลา่วคือ 
 

 
 21

21

,
,

t
G t

 



   (6) 

 

เมื่อ  ,G t   คือ มอดลุสัยืดหยุ่นเฉือน (Shear elastic modulus) และมีความเครียดเฉือน  21 t   และในการเฉือน

ขนาดความเครียดเฉือน  t  จะมีความสมัพนัธ์กบัอตัราเครียดเฉือน  t โดย 
 

       ,
ref

t

ref ref
t

t t t dt t t        (7) 

 

โดย reft  เป็นเวลาเร่ิมต้นซึ่งโดยทั่วไปจะเป็นศูนย์ (0) และโดยมาก  0 0   และในที่นี ้ t  คือ ตัวแปรดัมมี่ของการ

อินทิเกรต ซึ่งจะหายไปหลงัจากการแทนค่าเวลาตัง้แต่ reft t   ถึง t t   ใด ๆ แล้ว ค่ามอดลุสัยืดหยุ่นเฉือน  ,G t   ที่
ขนาดความเครียด   น้อย ๆ จะไมข่ึน้อยูก่บัขนาดความเครียด   นัน่คือ 
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   
0

lim ,G t G t





  (8) 

 

เมื่อ  G t  คือ มอดุลสัยืดหยุ่นเฉือนเชิงเส้น หรือบางครัง้เรียกว่า “มอดุลสัผ่อนคลายเชิงเส้น” ที่สามารถเขียนอยู่ในรูป            
ของสเปกตรัมของเวลาผ่อนคลาย (Spectrum of relaxation times, i ) และมอดลุสัผ่อนคลาย (Spectrum of relaxation 
moduli, ig ) 
 

   
1

exp /
N

i i

i

G t g t 


   (9) 

 

เมื่อวสัดคุวามเครียด   น้อย ๆ ( 0)   มอดลุสัผ่อนคลายเชิงเส้น  G t  จะมีค่าลดลงเร่ือย ๆ ตามเวลา ท าให้มอดลุสั

ยืดหยุน่เฉือน  ,G t   ที่ไมเ่ป็นเชิงเส้น ในสมการที่ (6) สามารถเขียนแยกตวัประกอบให้อยู่ในรูปของมอดลุสัผ่อนคลายเชิง

เส้น  G t  และฟังก์ชนัการหนว่ง (Damping function,  h  ) ได้ คือ 
 

     ,G t h G t   (10) 
 

การไหลยืดดึง 
ในท านองเดียวกนักบัการไหลแบบเฉือน การไหลแบบยืดดึง (Elongational or stretching flow) เป็นการไหลที่ไม่มีการ

เฉือน (Shear free flow) โดยมีคา่อตัราเครียดที่อยูน่อกต าแหนง่ทแยงมมุ ( i j ) เป็นศนูย์ทัง้หมด ท าให้เหลืออตัราเครียดใน
ต าแหนง่แนวทแยงมมุ (แกนหลกั) 3 พจน์เทา่นัน้ เมื่อแทนคา่ i j  ในสมการท่ี (2) จะได้ (Kolitawong, 2019a) 

 

1
11 11

1

2 2
v

x
 


 


 (11) 

 

2
22 22

2

2 2
v

x
 


 


 (12) 

 

3
33 33

3

2 2
v

x
 


 


 (13) 

 
เมื่อ 1,2,3i   นอกจากนี ้การไหลส าหรับวสัดทุี่อดัตวัไมไ่ด้ ยงัถกูควบคมุด้วยกฎอนรัุกษ์มวล กลา่วคอื 
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11 22 33 0      (14) 

เมื่อ i
ii

i

v

x






 คืออตัรายืดดงึ (Elongational rate) ในแนวแกน i  ซึง่เป็นเกรเดียนต์ความเร็วของวสัดทุี่ถกูยืดดึงในแนวแกน 

i  เมื่อ 1,2,3i   ดงัแสดงในสมการที่ (11)-(13) ดงันัน้ การท าการทดลองที่ง่ายที่สดุในการไหลที่ไม่มีการเฉือน จะเป็นการ
ควบคมุความเร็วในทิศทางเดียวด้วยการดงึชิน้ทดสอบในแนว 3x  (ดภูาพที่ 3) ซึง่เราเรียกวา่ การยืดดึงทิศทางเดียว (Uniaxial 
elongational flow) เหมาะกบัชิน้ทดสอบที่เป็นเส้นใย หรือชิน้ทดสอบมาตราฐานตาม ASTM (ASTM D412-98a, 2003) สว่น
ชิน้ทดสอบที่เป็นแผ่น จะเหมาะกบัการทดสอบการยืดดึงสองทิศทาง (Biaxial stretching flow) และสดุท้าย จะกลา่วถึงการ           
ยืดดึงในระนาบ (Planar elongational flow) ซึ่งเป็นการทดสอบการยืดดึงที่ไม่มีการหมุน (Irrotational flow) ในเนือ้วสัด ุ
(Wangchai, 2005; Wangchai, Kolitawong, & Chaikittiratna, 2008 and 2011) โดยสมการความเร็วในการยืดดึงทัง้ 3             
จะเขียนได้ดงันี ้
 

 
 

 
 

 

1
1

2

2

3 123

3 123

1
2

1
2

t
b x

v

v v t
b x

v

t x







 
  

   
 

       
   

 
 

 (15) 

 

เมื่อ  t  คืออตัรายืดดงึ (Elongational rate) และ b  มีคา่เป็น 0 หรือ 1 จะถกูก าหนดจากรูปแบบการยืดดึง และถกูสรุปไว้

ในตารางที่ 1 เมื่อ   0t   แสดงว่าการยืดดึงมีแอมพลิจูดเพิ่มขึน้กบัเวลา ในทางกลบักนั   0t   แสดงว่าการยืดดึงมี
แอมพลจิดูลดลงกบัเวลา โดยความเครียดยืดดงึมีความสมัพนัธ์กับอตัรายืดดงึ คือ 
 

       ,
ref

t

ref ref
t

t t t dt t t        (16) 

 

โดย reft  เป็นเวลาเร่ิมต้นซึง่โดยทัว่ไปจะเป็นศนูย์ (0) และโดยมาก  0 0   
 

ตารางที่ 1  สรุปคา่อตัรายืดดงึ (Elongational rate)  t  และตวัแปร b  ที่ขึน้อยูก่บัรูปแบบการยืดดงึ 

รูปแบบการยืดดงึ อตัรายืดดงึ  t  b  
การดงึยืดทิศทางเดียว   0t   0b   
การดงึยืดสองทิศทาง   0t   0b   
การดงึยืดในระนาบ   0t   1b   
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การยดืดึงทิศทางเดียว 
การทดลองที่ง่ายที่สดุในการไหลที่ไม่มีการเฉือน จะเป็นการควบคุมความเร็วในทิศทางเดียว ด้วยการดึงชิน้ทดสอบ               

ตามมาตราฐานของ ASTM เช่น การดึงเส้นใย (ภาพที่ 3 (ก)) หรือแผ่นรูปทรงคล้ายก๋วยเตี๋ยวเส้นใหญ่ (ภาพที่ 3(ข)) เป็นต้น           
ซึง่แนน่อนวา่ จะเกิดการหดตวัของหน้าตดัที่ตัง้ฉากกบัทิศทางดงึตามกฎอนรัุกษ์มวลส าหรับวสัดอุดัตวัไม่ได้ (Incompressible 
materials) เราเรียกการดงึชนิดนีว้า่ การยืดดงึทิศทางเดียว (Uniaxial elongational flow) จากสมการท่ี (15) เมื่อเราออกแรงดงึ

ในทิศทางที่ 3 ด้วยอตัรายืดดงึ (Elongational rate)  t  ดงันัน้ความเร็วที่ได้จากการดงึยืด คือ 
 

 3 3v t x  (17) 
 
เมื่อ 

�                      
(Stagnation point)

( ) ( )

1x
3x

2x1x

3x

2x

 3 3

2 2

v x
t

 3 3

2 2

v x
t

 3 3

2 2

v x
t

 3 3

2 2

v x
t

 
ภาพที่ 3  แสดงการดงึในทิศทางเดียวของ (ก) เส้นใย และ (ข) แผน่ฟิล์ม ในรูปแสดงจดุที่ความเร็วเป็นศนูย์  

                               (Stagnation point) เกิดขึน้ท่ีพิกดั (0, 0, 0) ของชิน้ทดสอบ 

1x

3x

2x

3 0v 

3 0v 

0

0F 

0F 

0t  

3 3
0

2 2

v x


3 3
0

2 2

v x


0t t 

3x

2x1x

0

0

t
e




EF A

EF A

 
(ก) (ข) 

ภาพที่ 4  แสดงระยะทางระหวา่งก้อนอนภุาคของไหลในการดงึทศิทางเดียว ที่ถกูดงึด้วยอตัรายดืดงึคงที่ 0   
                      (ก) ก้อนอนภุาคของไหลที่เวลา  และ (ข) ก้อนอนภุาคของไหลที่เวลา  เส้นท่ีมมุบนขวา  
                      แสดงเส้นทางการไหล (Streamlines) ในเนือ้วสัด ุ

0t 0 Δt t
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  33t   (18) 
 

ซึ่ง  t  มีค่าเป็นบวกเสมอ นัน่คือ   0t   และถ้าก าหนดให้ความเร็ว 1 2v v  กฎอนรัุกษ์มวลในสมการที่ (14) ท าให้
เราทราบวา่ 

 

 

 

1
1

2

2

3 123

3 123

2

2

t
x

v

v v t
x

v

t x







 
 

   
 

      
   

 
 

   0, 0t b    (19) 

ในสมการที่ (19) เคร่ืองหมายในแนวแกน 1x  และ 2x  เป็นลบขณะที่เคร่ืองหมายในแนวแกน 3x  เป็นบวก ที่เป็นเช่นนี ้
เนื่องจากการอนรัุกษ์มวลของวสัด ุโดยพิจารณาได้จากภาพที่ 3 (ก) เมื่อวสัดยุืดในแนวแกน 3x  วสัดจุะหดในอีกสองแนวแกน
ที่เหลือ ในที่นีจ้ะใช้การไหลยืดดึงทิศทางเดียวคงตวั (Steady uniaxial elongational flow) เพื่อง่ายต่อการวิเคราะห์ทาง
กายภาพของสมบตัิรีโอโลยีในการไหลยืดดงึ และเนื่องจากในการทดสอบสมบตัิรีโอโลยี จะกระท าที่อตัรายืดดึงคงตวั 0  ใด ๆ 
ดงันัน้  t  จะลดรูปเป็น 0 c   เมื่อ c  เป็นคา่คงที่ไมข่ึน้กบัเวลา ดงัแสดงในภาพที่ 4 ดงันัน้สมการท่ี (19) ลดรูปเป็น 

0
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3 123
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x
v

v v
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v

x






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     
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   

 

 (20) 

 
และมีความเร่งเทา่กบั 
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
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
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





 
           

                 
         
 

 (21) 

 
ความเร่งในคอลมัน์สดุท้ายของสมการที่ (21) เขียนอยู่ในรูปของต าแหน่ง 1x , 2x  และ 3x  ได้จากการแทนค่าความเร็ว 1v , 

2v  และ 3v  จากสมการท่ี (20) จะเห็นได้วา่ก้อนอนภุาคของไหลที่ถกูดงึแบบอตัรายืดคงตวั จะมีความเร่งที่แปรผนัตรงกบั 2

0   
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โดย 
 

3
3 0 3

dx
v x

dt
   (22) 

 
อินทริเกรตตัง้แต่เวลา 0t t  กลุ่มของไหลอยู่ที่ต าแหน่ง 3 0 2x   ถึงเวลา 0t t t   กลุ่มของไหลอยู่ที่ต าแหน่ง 

3 2x   
 

0

0 0

2
3

0
2

3

t t

t

dx
dt

x




   (23) 

 
ดงันัน้ ระยะ  ระหวา่งกลุม่ของไหลที่อยูใ่นการดงึแบบคงตวั จะมีคา่เทา่กบั 
 

 0 0exp t   (24) 
 
สมการท่ี (24) แสดงให้เห็นวา่ การเดินทางของก้อนอนภุาคของไหลที่ถกูยืดดึงทิศทางเดียว ที่มีอตัรายืดคงตวัในภาพที่ 4 จะมี
การเดินทางแบบเอ็กซ์โพแนนเชียลในช่วงระยะเวลา t  เมื่อน าเอาก้อนอนุภาคของไหล (Fluid element) ในภาพที่ 4                 

มาพิจารณารายละเอียดในภาพที่ 5 จะเห็นว่า ที่เวลาเร่ิมต้น 0t  ในภาพที่ 5(ก) ก้อนอนภุาคของไหลมีขนาด 3

0L  และที่เวลา 

0t t  ก้อนอนุภาคของไหลถูกดึงให้ยืดออกไปในทิศทาง 3x  จากขนาดเดิม OA  ไปเป็น OA  ซึ่งมีระยะยืดเท่ากับ 

0 0AA L t    ดงัแสดงในภาพที่ 5(ข) จะเห็นได้วา่ก้อนอนภุาคของไหลจะมีปริมาตรใหม่คือ 1 2 3L L L  โดย 3L  จะมีขนาด
เทา่กบั 
 

 3 0 01L L t    (25) 
 
และขนาด 1L  และ 2L  จะหดเข้าเป็นระยะทางที่เทา่ ๆ กนัเนื่องจากกฎการอนรัุกษ์มวลส าหรับวสัดอุดัตวัไมไ่ด้ นัน่คือ 
 

0
1 2

01

L
L L

t
 

 
 (26) 

 
จากพฤติกรรมของวสัดใุนการยืดดงึทิศทางเดียวที่แตกตา่งจากการไหลแบบเฉือน ท าให้เราสามารถก าหนดความหนืดของการ
ไหลที่ไมม่ีการเฉือนแตกตา่งจากการไหลแบบเฉือน ซึง่จะกลา่วโดยละเอียดในหวัข้อถดัไป 
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0L
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0t

O
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


3
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0
1

L
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t







3x

2x
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0t t 

A
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O

33

1 2

E

F

L L
  

33

1 2

E

F

L L
  

 
(ก) (ข) 

ภาพที่ 5  แสดงการเปลีย่นแปลงรูปร่างของก้อนอนภุาคของไหลในการยืดดงึทศิทางเดยีวจากปริมาตร  ที่เวลา 0t   
               ในรูป (ก) เป็นปริมาตร  ที่เวลา 0t t  ในรูป (ข) เมื่อได้รับแรงดงึ F  
 

เมื่อแทนคา่ความเร็วทัง้สามแนวแกนในสมการท่ี (19) ลงในสมการท่ี (2) จะได้เทนเซอร์อตัราเครียด 
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31 32 33 123
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   

  
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 
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





 
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  
 
 

 (27) 

 
แทนคา่สมการท่ี (27) ลงในสมการท่ี (5) จะได้ขนาดของเทนเซอร์อตัราเครียด   ในการยืดดงึทิศทางเดียวคือ 

 

 
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 

 

 
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      
   
   

 3 t  (28) 

 
โดยของไหลเป็นวสัดขุองไหลแบบนอนนิวโทเนียน จะเห็นได้วา่การยืดดงึทิศทางเดียว จะมีความสมัพนัธ์ระหว่างความเค้นและ
ความเครียด ตามความสมัพนัธ์ในสมการท่ี (1) ซึง่เป็นแรงภายในของวสัด ุคือ 
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จากการเทียบพจน์ในแนวทแยงมมุของสมการท่ี (29) แสดงให้เห็นวา่ความหนืดของของไหลชนิดนอนนิวโทเนียน  ,t   ใน
การยืดดงึทิศทางเดียว คือ 
 

 
     
33 11 22,

2
t

t t t

  
 

  
     (30) 

 

เมื่อ  3 t   ตามสมการท่ี (28) และมีเทนเซอร์ความเค้นรวม (Total stress tensor,  ) ในการยืดดงึทิศทางเดียว ดงันี ้
 

P   
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22

33 123
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





 
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 (31) 

 
เมื่อ P  เป็นความดนัและ   เป็นเทนเซอร์หนึ่งหน่วย จากแผนภาพวตัถอุิสระ (Free body diagram) ของก้อนอนภุาคของ
ไหลที่ถูกยืดดึงทิศทางเดียวในภาพที่ 5(ข) แรงภายนอกมีเพียงแรง F  ที่ก่อให้เกิดความเค้น E  ดงันัน้สมดุลแรง (Force 
balance) แบบกึ่งสแตติก (Quasi-static) ที่มีอตัราการยืดดงึน้อย ๆ กลา่วคือ ( ) 0t   สมการท่ี (31) ลดรูปเป็น 
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 (32) 

 
สมการท่ี (32)) เป็นสมการแสดงความสมัพนัธ์ระหวา่งแรงภายนอก และแรงภายในของวสัด ุจะเห็นได้วา่ (ดบูทที่ 2 ของ Shaw 
& MacKnight , 2005) 
 

11P    (33) 
 

22 0P    (34) 
 

33 EP    (35) 
 
แทนคา่ 11P    ลงในสมการท่ี (34) และ(35) จะได้ 
 

22 11 0    (36) 
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33 11 E     (37) 
 
ดงันัน้จากนิยามความหนืดยืดดงึทิศทางเดียว (Uniaxial elongational viscosity) คือ 
 

 
   

33 11, E
E t

t t

  
 

 


     (38) 

 
และนิยามมอดลุสัยืดหยุน่ของยงัส์ (Young’s elastic modulus) คือ 
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   

33 11, EE t
t t

  


 


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โดยความเครียดยืดดงึ  t  หาได้จากสมการท่ี (16) ส าหรับการทดสอบยืดดงึทัว่ ๆ ไป จะกระท าที่อตัรายืดดงึคงที่ 0  ใด ๆ 

เมื่อแทนค่า      11 0 22 0 0 0, , ,t t t         และ    33 0 0 0, 2 ,t t       จากสมการที่ (30) แทนลงใน
สมการท่ี (38) ที่ลมิิต 0 0   จะได้ 
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ภาพที่ 6  แสดงความหนืดยืดดงึจากการทดสอบการเกิดความเค้นยืดดงึทศิทางเดียว  0,E t   ของพอลเิอทิลนีความ 

หนาแนน่ต ่าหลอม (LDPE melt) ที่อณุหภมูิ 150T C  ที่ลมิิต 0 0   จะมีคา่เป็น 3 เทา่ ของความหนืด

เฉือนจากการทดสอบการเกิดความเค้นเฉือน  t  (ดงึข้อมลูมาจาก ภาพที่ 3.5-3 ของ Bird et al., 1987) 
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ภาพที่ 7  แสดงความหนืดยืดดงึ  0E   ของพอลสิไตลนิหลอม IV (Polystyrene melt IV) ท่ีอณุหภมูิ 160T C   

 ที่ลมิิต 0 0   จะมีคา่เป็น 3 เทา่ ของความหนดืที่การเฉือนเป็นศนูย์ 0  ที่ได้จากการทดสอบเฉือน  
(ดงึข้อมลูมาจาก ภาพที่ 3.5-1 ของ Bird et al., 1987) 

 

เมื่อ 0 03   ตามสมการที่ (28) สมการที่ (40) สอดคล้องกบัภาพที่ 6 ที่แสดงความหนืดยืดดึงจากการทดสอบการเกิด

ความเค้นยืดดึงทิศทางเดียว  0,E t   ของพิลิเอทิลีนความหนาแน่นต ่าหลอม (LDPE melt) ที่อณุหภมูิ 150T C  ที่

ลมิิต 0 0   จะมีคา่เป็น 3 เทา่ ของความหนืดเฉือนจากการทดสอบการเกิดความเค้นเฉือน  t

 (Messner, 1985) 
 

     
0

0
0

lim , 3E Et t t


     


   (41) 

 
สมการที่ (40) ได้รับการยืนยนัจาก (Khan & Larson, 1987; 1990) ในการทดสอบวสัด ุPS, HDPE และ IUPAC A อีกด้วย 

และที่ลมิิต 0 0   ณ. อณุหภมูิ T  ใด ๆ ในการทดสอบความหนืดยืดดงึทิศทางเดียวคงตวั  0E   ที่มีการเสียรูปไม่เป็น
เชิงเส้น จะมีค่าเป็น 3 เท่า ของความหนืดที่การเฉือนเป็นศนูย์ (Zero shear viscosity) 0  ดงัแสดงในภาพที่ 7 (ดหูน้า 133 
ของ Bird et al., 1987; Münstedt, 1980) 
 

 
0

0 0
0

lim 3E


  


  (42) 

 

และความหนืดยืดดงึทิศทางเดียวคงตวั  0E   ส าหรับของไหลนิวโทเนียนบางครัง้จะถกูเรียกว่า “ความหนืดทรูส์ตนั” T  
(Trouton viscosity) เพื่อเป็นเกียรติแก่ผู้ ค้นพบความสมัพนัธ์นี ้(Trouton, 1906) 

ในท านองเดียวกนัส าหรับการทดสอบยดืดงึไมค่งตวั จากสมการท่ี (39) เมื่อความเครียดยืดดงึคงที่ใด ๆ   0t   แทน

ค่า      11 0 22 0 0 0, , ,t t G t        และ    33 0 0 0, 2 ,t G t      เมื่อ 0 0   เราสามารถพิสจูน์ได้ว่า

มอดลุสัยืดหยุน่ของยงัส์  0,E t   มีคา่เป็น 3 เทา่ของมอดลุสัยืดหยุน่เฉือนเชิงเส้น  G t  
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     
0

0
0

lim , 3E t E t G t





   (43) 

 

โดยค่ามอดุลสัยืดหยุ่นที่ไม่เป็นเชิงเส้น  0,E t   ส าหรับวสัดทุี่มีสมบตัิยืดหยุ่น (Purely elastic) และยืดหยุ่นสงู ๆ (Hyper 

elastic) ที่เป็นเนือ้เดียว (Homogeneous) จะไมข่ึน้กบัอตัรายืดดงึ  t  ในท านองเดียวกนัที่ลมิิต 0 0   ณ. อณุหภมูิ T  
ใด ๆ มอดลุสัการคลายความเค้นยืดดงึทิศทางเดียว (Uniaxial extensional relaxation modulus) จะไม่ขึน้อยู่กบัความเครียด

ยืดดงึอีกด้วย กลา่วคือ  
0

0
0

lim ( , )E t E t





  ที่มีการเสยีรูปไมเ่ป็นเชิงเส้น จะมีคา่เป็น 3 เทา่ ของมอดลุสัผอ่นคลายเชิงเส้น 

 G t  ที่ได้จากการทดสอบแบบเฉือน ดงัแสดงในภาพที่ 8 (Barroso et al., 2003 และดูหวัข้อ 7.15 ของ Callister & 
Rethwisch, 2015) ในท านองเดียวกนักบัการทดสอบยืดดึงทิศทางเดียวค่า 22 11   และ 33 11   จะเป็นค่าที่ใช้ในการ
ค านวณเพื่อก าหนดสมบตัิของวสัดใุนการทดสอบยืดดงึสองทิศทางและยืดดงึในระนาบด้วย 
 

105

104

10010-1 101 10210-2
103

106

time (s)

M
o
d
u
lu

s 
(P

a
)

0 0.038 0.315  

 G t

 E t

 
ภาพที่ 8  แสดงมอดลุสัการคลายความเค้นยดืดงึทศิทางเดยีว ( )E t  ของพอลไีอโซบทูาลนี B15 (Polyisobutylene B15)  

                   ที่อตัรายืดดงึต ่า ๆ ( 0 0.038 0.315   ) ณ. อณุหภมูิ 25T C  มีคา่เป็น 2.9 เทา่ของมอดลุสัผอ่นคลาย 

                   เชิงเส้น  G t  ที่ได้จากการทดสอบเฉือนเป็นรอบ (Oscillatory shear) 
 
การยดืดึงสองทิศทาง 

ชิน้งานท่ีเป็นแผน่บางจะเหมาะกบัการยืดดึงสองทิศทาง (Biaxial stretching flow) ซึ่งแน่นอนว่าวสัดจุะเกิดการหดตวั
ในทิศทางที่ 3 การทดสอบวัสดุแบบนีจ้ะคล้ายกับกระบวนการเป่าถุง (Film blowing) การขึน้รูปด้วยระบบสุญญากาศ 
(Vacuum forming) และการเป่าเข้าแมพ่ิมพ์ (Blow molding) ที่ต้องดงึยืดพอลเิมอร์ให้เป็นแผน่บาง ๆ การทดสอบด้วยการยืด
ดงึสองทิศทางนี ้ถ้าชิน้งานมีขนาดหนาบางครัง้อาจจะใช้วิธีกดอดั (Squeezing flow) ชิน้ทดสอบบนผิวที่หลอ่ลื่น (Lubricated 
surfaces) อย่างดีในทิศทางที่ 3 และให้วสัดุยืดตวัออกในทิศทางที่ 1 และ 2 ด้วยอตัรายืดดึงที่เท่ากนัดงัแสดงในภาพที่ 9(ก) 
(Song, Zheng & Wang, 2007) หรือใช้วิธีเป่าแผ่นฟิล์มให้พองลม (Bubble inflation method) ดงัแสดงในภาพที่ 9(ข) ก็ได้ 
เมื่อพิจารณาสมการความเร็วในเนือ้วสัดขุองการดงึในสองทิศทาง จะคล้ายกบัการทดสอบการยืดดึงทิศทางเดียวเว้นแต่อตัรา
ยืดจะน้อยกวา่ศนูย์ ( ( ) 0t  ) 
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0t

0t t   

            

0t

0t t 
 

(ก) (ข) 
ภาพที่ 9  แสดงการทดสอบการยืดดงึสองทิศทาง (Biaxial stretching flow) ด้วย (ก) วิธีกดอดั (Squeezing flow)  

                      และ (ข) วิธีเป่าแผน่ฟิล์มให้พองลม (Bubble inflation method) 
 

 

 

 

1
1

2

2

3 123

3 123

2

2

t
x

v

v v t
x

v

t x







 
 

   
 

      
   

 
 

   0, 0t b    (44) 

 

และนิยามอตัรายืดดงึสองทิศทาง  B t  คือ 
 

 
 
2

B

t
t


    (45) 

 
เนื่องจากสมการความเร็วในเนือ้วสัดขุองการยืดดึงสองทิศทาง จะคล้ายกบัการทดสอบการยืดดึงทิศทางเดียว ดงันัน้

การวิเคราะห์การเดินทางในการยืดดงึสองทิศทาง จึงคล้ายกบัการทดสอบการยืดดึงทิศทางเดียว เว้นแต่อตัรายืดในการยืดดึง
สองทิศทางจะน้อยกวา่ศนูย์ ( ( ) 0t  ) เทา่นัน้ เมื่อพิจารณาการเปลีย่นรูปของก้อนอนภุาคของไหล (Material elements) ที่
อยูใ่นการยืดสองทิศทางด้วยวิธีกดอดั (Squeezing flow) ดงัแสดงในภาพที่ 10 ที่เวลาเร่ิมต้น 0t  ก้อนอนภุาคของไหลมีขนาด 

3

0L  ดงัแสดงในภาพที่ 10(ก) และที่เวลา 0t t  ก้อนอนภุาคของไหลถกูดงึให้ยืดออกไปในทิศทาง 1x  และ 2x  ท าให้ขนาด
ในทิศทาง 3x  หดลงจากขนาดเดมิ OA  ไปเป็น OA  ซึง่มีระยะหดเทา่กบั 0 0AA L t    ดงัแสดงในภาพที่ 10(ข) จะเห็น
ได้วา่ก้อนอนภุาคของไหลจะมีปริมาตรใหมค่ือ 1 2 3L L L  โดย 3L  จะมีขนาดเทา่กบั 

 

 3 0 01L L t    (46) 
 
และขนาด 1L  และ 2L  จะยืดออกเป็นระยะทางที่เทา่ ๆ กนั เนื่องจากกฎการอนรัุกษ์มวลส าหรับวสัดอุดัตวัไมไ่ด้ นัน่คือ 
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0
1 2

01

L
L L

t
 

 
 (47) 

 
ซึ่งจะเห็นได้ว่าการยืดดึงสองทิศทางมีจลนศาสตร์การไหล (Flow kinematics) เหมือนกับการยืดดึงในทิศทางเดียวที่มีการ
เปลีย่นแปลงรูปร่างเชิงเส้น โดยการเดินทางของก้อนอนภุาคของไหล ที่ถกูยืดดงึสองทิศทางที่มีอตัรายืดคงตวั จะมีการเดินทาง
แบบเอ็กซ์โพแนนเชียลในช่วงระยะเวลา t  
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(ก) 
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1 3
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(ข) 

ภาพที่ 10  การเปลีย่นแปลงรูปร่างของก้อนอนภุาคของไหลในการยืดดงึสองทิศทางจากปริมาตร  ที่เวลา 0t  ในรูป  
                   เป็นปริมาตร  ที่เวลา 0t t  (ก) สมดลุแรงของการยืดดงึสองทิศทางด้วย 33 B   ในการทดสอบ    
                   การกดอดั (Squeezing flow) (ข) สมดลุแรงของการยืดดงึสองทิศทางด้วยการยดืดงึด้วย 11 B    และ  
                  22 B    ในการทดสอบด้วยวิธีเป่าแผน่ฟิล์มให้พองลม (Bubble inflation method) 
 
 

คล้ายกบัการยืดดงึในทิศทางเดียว แผนภาพวตัถอุิสระ (Free body diagram) ของกลุม่ของไหลที่ถกูยืดดึงสองทิศทางใน
ภาพที่ 10 ในการยืดดึงสองทิศทางแรงภายนอกมีเพียงแรง F  ที่ก่อให้เกิดความเค้น B  ซึ่งสมดลุแรงแบบกึ่งสแตติก ที่มี

3

0L

1 2 3L L L
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อตัราการยืดดึงน้อย ๆ ( ) 0t   ของการทดสอบแบบกดอดั และการทดสอบแบบเป่าฟิล์มให้พองลม มีสมการสมดลุแรง
เดียวกนั ดงันัน้จากนิยามความหนืดยืดดงึสองทิศทาง (Biaxial elongational viscosity) คือ 

 

 
   

33 11, B
B B

B B

t
t t

  
 

 


     (48) 

 

และมอดุลสัยืดหยุ่นของยงัส์ (Young’s elastic modulus) ในการทดสอบยืดดึงสองทิศทาง  ,B BE t   จะคล้ายกบัการ
ทดสอบยืดดงึในทิศทางเดียวในสมการท่ี (39) คือ 
 

 
   

33 11, B
B B

B B

E t
t t

  


 


     (49) 

 

ในท านองเดียวกนักบัการทดสอบยืดดึงทิศทางเดียว ค่ามอดลุสัยืดหยุ่นของยงัส์  ,B BE t   ส าหรับวสัดทุี่มีสมบตัิยืดหยุ่น 

(Purely elastic) และยืดหยุน่สงู ๆ (Hyper elastic) ท่ีเป็นเนือ้เดียว (Homogeneous) จะไม่ขึน้กบัอตัรายืดดึง  t  (ดหูวัข้อ 

2.6 ของ Menard, 2008) ส าหรับการทดสอบยืดดึงคงตวั จะกระท าที่อตัรายืดดึงสองทิศทางคงที่ 0

B  ใด ๆ ในขณะที่ลิมิต 
0 0B   ณ. อุณหภูมิ T  ใด ๆ ฟังก์ชันความหนืดยืดดึงสองทิศทาง 0( , )B Bt   ที่ไม่เป็นเชิงเส้น จะมีค่าเป็น 6 เท่า ของ

ความหนืดเฉือน  t  
 

     
0

0

0
lim , 6
B

B B Bt t t


   


   (50) 

 

เมื่อ 0

0 2 3 B    ตามสมการท่ี (28) และ (45) สมการท่ี (50) ได้รับการยืนยนัจากภาพที่ 11 ที่แสดงความหนืดยืดดึงจาก

การทดสอบการเกิดความเค้นยืดดงึสองทิศทาง  0,B Bt   พอลสิไตลนี (Polystylene) ท่ีอณุหภมูิ 180T C  ด้วยเทคนิค

การกดอดัชิน้ทดสอบบนผิวที่หลอ่ลื่น ที่ลิมิต 0B   จะมีค่าเป็น 6 เท่า ของความหนืดเฉือนจากการทดสอบการเกิดความ

เค้นเฉือน  t

 ที่อณุหภมูิเดียวกนั (Soskey & Winter,1985) 
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ภาพที่ 11  แสดงฟังก์ชนัความหนืดยืดดงึสองทิศทาง 0( , )B Bt 

 ของพอลสิไตลนี (Polystylene) ท่ีอณุหภมูิ 180T C   
                 ด้วยเทคนิคการกดอดัชิน้ทดสอบบนผิวที่หลอ่ลืน่ เปรียบเทียบกบัความหนืดที่ได้จากการทดสอบการเกิดความ 

                เค้นเฉือน  t  ที่อณุหภมูิเดียวกนั (ดงึข้อมลูมาจาก Soskey & Winter,1985) 
 

ในท านองเดียวกัน ที่ลิมิต 0 0B   ณ. อุณหภูมิ T  ใด ๆ มอดุลสัมอดุลสัยืดหยุ่นของยงัส์ในการทดสอบความเค้นยืดดึง

สองทิศทาง (Biaxial extensional Young modulus) ที่มีการเสยีรูปไมเ่ป็นเชิงเส้น 0( , )B BE t   จะเป็น 6 เทา่ ของมอดลุสัเฉือน

ของวสัดวุิสโคอิลาสติกเชิงเส้น  G t  ดงัแสดงในภาพที่ 12 (Soskey & Winter,1985) 
 

     
0

0

0
lim , 6
B

B B BE t E t G t



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   (52) 
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0 0.467B 
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0-1

4

 G t

 
ภาพที่ 12  แสดงมอดลุสัมอดลุสัยืดหยุน่ของยงัส์ในการทดสอบความเค้นยดืดงึสองทิศทาง 0( , )B BE t   ของพอลสิไตลนี  

                 (Polystylene) ท่ีอณุหภมูิ 180T C  ด้วยเทคนคิการกดอดัชิน้ทดสอบบนผิวที่หลอ่ลืน่ เปรียบเทียบกบัมอดลุสั 

                 เฉือนของวสัดวุิสโคอิลาสติกเชิงเส้น  G t  ที่อณุหภมูิเดียวกนั (ดงึข้อมลูมาจาก Soskey & Winter,1985) 
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v x
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PF A

PF A

1x
3x

 
(ก) (ข) 

ภาพที่ 13  แสดงการยืดดงึในระนาบด้วย (ก) วิธียืดดงึด้วยลกูกลิง้สีต่วัของเทอร์เลอร์ (Taylor’s four-roller apparatus)  
                  หมนุป่ันของเหลวเพือ่ยืดดงึหยดสารละลายเหลวที่อยูต่รงกลาง และ (ข) วิธีดงึแผน่ชิน้งานด้วยเคร่ืองทดสอบการ 
                  ยืดดงึ (Tensile test machine) 
 
การยดืดึงในระนาบ 

การยืดดงึในระนาบ (Planar elongational flow) จะเป็นการยืดในทิศทางที่ 3 และบงัคบัให้หดตวัในทิศทางที่ 1 เท่านัน้ 
สมการความเร็วของการยืดดงึในระนาบ คือ 

 

 

 

11

2

3 3123 123

0

t xv

v v

v t x





  
  

    
   
   

   0, 1t b    (53) 

 
เมื่อวสัดจุะถกูยืดดงึไปในทิศทางที่ 3 ทางเดียวดงัแสดงในภาพที่ 13(ก) โดยใช้ลกูกลิง้สี่ตวัของเทอร์เลอร์ (Taylor’s four-roller 
apparatus) หมนุป่ันของเหลวเพื่อยืดดึงหยดสารละลายเหลวที่อยู่ตรงกลาง (Taylor, 1934; Sharma, Furusawa, Fukui & 
Sasaki, 2014; Brimmo & Qasaimeh, 2017) แต่ถ้าเป็นวสัดหุนืดยืดหยุ่น เช่น ยางคงรูปอาจใช้วิธีดึงแผ่นชิน้งานด้วยเคร่ือง
ทดสอบการยืดดงึ (Tensile test machine) โดยชิน้ทดสอบควรมีความยาวมากกวา่ความกว้างมาก ๆ และดงึชิน้ทดสอบในแนว
ยาวดงัแสดงในภาพที่ 13(ข) (Wangchai, 2005; Wangchai, Kolitawong, & Chaikittiratna, 2008 and 2011) 

เพื่อง่ายต่อการวิเคราะห์ทางกายภาพของสมบตัิรีโอโลยีในการไหลยืดดึง และเนื่องจากในการทดสอบสมบตัิรีโอโลยี             
จะกระท าที่อตัรายืดดึงคงตวั 0  ใด ๆ ดงันัน้ในที่นี ้จะใช้การดึงในระนาบแบบอตัรายืดคงตวั (Steady planar elongational 

flow)  t  จะลดรูปเป็นคา่คงที่ 0  ดงันัน้สมการท่ี (53) ลดรูปเป็น 
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1L 0t t 

0L

 
(ก) (ข) 

ภาพที่ 14  แสดงการเปลีย่นแปลงรูปร่างของก้อนอนภุาคของไหล ที่อยูใ่นการยดืดงึในระนาบท่ีเป็นรูปลกูบาศก์ปริมาตร   

                 ที่เวลา 0t  ในภาพ (ก) เป็นรูปสีเ่หลีย่มหน้าตดัขนมเปียกปนูปริมาตร 0 1 3

1

2
L L L  ที่เวลา 0t t  ในภาพ (ข) 
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3 0 3123 123
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v x




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 (54) 

 
และมีความเร่งเทา่กบั 

1
20

0 1 0 1

2
0 33 0 3123 123

0
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0 0 0Steady
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elongation

x

v xt

a

vx x

t


 

 


 
     
    

      
         

 

 (55) 

 
ความเร่งในคอลมัน์สดุท้ายของสมการท่ี (55) เขียนอยูใ่นรูปของต าแหนง่ 1x  และ 3x  ได้จากการแทนคา่ความเร็ว 1v  และ 3v  
จากสมการที่ (54) ถึงแม้ว่าสมการความเร็วในเนือ้วสัดขุองการยืดดึงในระนาบ จะแตกต่างกบัการทดสอบการยืดดึงทิศทาง
เดียวไปบ้าง แต่การวิเคราะห์การเคลื่อนที่ และการเปลี่ยนรูปของก้อนอนภุาคของไหล (Material elements) ในการยืดดึงใน
ระนาบยงัมีความคล้ายกบัการทดสอบการยืดดงึทิศทางเดียว สว่นการเปลีย่นแปลงรูปร่างของก้อนอนภุาคของไหลจะแสดงใน

ภาพที่ 14 ที่เวลาเร่ิมต้น 0t ก้อนอนภุาคของไหลมีขนาด 3

0L  ดงัแสดงในภาพที่ 14(ก) และที่เวลา 0t t  ก้อนอนภุาคของ
ไหลถกูดงึให้ยืดออกไปในทิศทาง 3x  เป็นระยะ 
 

 3 0 02 1L L t    (56) 
 

3

0L
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ดงัแสดงในภาพที่ 14(ข) จะเห็นได้ว่าก้อนอนภุาคของไหลจะมีปริมาตรใหม่คือ 0 1 3

1

2
L L L  (ปริมาตรสี่เหลี่ยมขนมเปียกปนู) 

โดยมีขนาด 2 0L L  ดงัเดิม สว่นขนาด 1L  จะหดเข้าเนื่องจากกฎการอนรัุกษ์มวลส าหรับวสัดอุดัตวัไมไ่ด้ นัน่คือ 
 

0
1

0

2

1

L
L

t


 
 (57) 

 
ซึง่จะเห็นได้วา่การยืดดึงในระนาบมีจลนศาสตร์การไหล (Flow kinematics) เหมือนกบัการยืดดึงในทิศทางเดียว และการยืด
ดึงในสองทิศทาง แต่เนื่องจากการเปลี่ยนแปลงรูปร่างของวัสดุที่ถูกยืดดึงในระนาบจะเปลี่ยนจากรูปลูกบาศก์ไปเป็นรูป
สี่เหลี่ยมหน้าตดัขนมเปียกปูนดงัแสดงในภาพที่ 14 ซึ่งเป็นการเปลี่ยนแปลงรูปร่างที่ไม่มีการหมนุ (Irrotational flow) ท าให้
บางครัง้เราเรียกวสัดทุี่ถกูยืดดงึในระนาบวา่ “การไหลแบบเฉือนสมับรูณ์” (Pure shear) 

เมื่อแทนคา่ความเร็วทัง้สามแนวแกนในสมการท่ี (53) ลงในสมการท่ี (2) จะได้เทนเซอร์อตัราเครียด 
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 (58) 

 
แทนสมการท่ี (58) ลงในสมการท่ี (5) จะได้ขนาดของเทนเซอร์อตัราเครียด   ในการยืดดงึในระนาบ คือ 
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 2 t  (59) 

 
โดยของไหลเป็นวสัดขุองไหลแบบนอนนิวโทเนียน จะเห็นได้ว่าการยืดดึงในระนาบ จะมีความสมัพนัธ์ระหว่างความเค้นและ
ความเครียดเป็นไปตามสมการท่ี (1) นัน่คือ 
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 (60) 

 

จากการเทียบพจน์ในแนวทแยงมมุของสมการท่ี (60) แสดงให้เห็นวา่ ความหนืดของของไหลชนิดนอนนิวโทเนียน  ,t   ใน
การยืดดงึในระนาบ คือ 
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 
   
33 11,

2 2
t

t t

 
 

 
    (61) 

 
เมื่อ 22 0   ในการไหลแบบยืดดึงในระนาบ สมการที่ (61) แสดงถึงแรงภายในของวสัดุ ที่เกิดจากความหนืดของของไหล 

เมื่อ  2 t   ตามสมการท่ี (59) และมีเทนเซอร์ความเค้นรวม (Total stress tensor,  ) ในการยืดดงึทิศทางเดียวดงันี ้
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 (62) 

 
จากแผนภาพวตัถอุิสระ (Free body diagram) ของกลุม่ของไหลที่ถกูยืดดึงในระนาบในภาพที่ 15 แรงภายนอกมีแรง F  ที่
ก่อให้เกิดความเค้น 

1P  และมีแรงพยงุ f  ที่ไมย่อมให้เกิดการหดตวัในแนว 2x  ที่ก่อให้เกิดความเค้น 
2P  ดงันัน้สมดลุแรง

แบบกึ่งสแตติก ที่มีอตัราการยืดดงึน้อย ๆ กลา่วคือ ( ) 0t   สมการท่ี (62) ลดรูปเป็น 
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 (63) 

 
อนึ่งในของเหลว แรงพยงุ f  เป็นแรงดูด (Vacuum) ที่ดึงวสัดุให้ติดอยู่กับผนงัที่ตัง้ฉากกับแกน 2x  ซึ่งมีค่าน้อยมากดงัใน 
ภาพที่ 13(ก) แต่จะไม่มีแรงพยุง f  นีใ้นการยืดดึงวัสดุดงัในภาพที่ 13(ข) สมการที่ (63) เป็นสมการแสดงความสมัพันธ์
ระหวา่งแรงภายนอกและแรงภายในของวสัด ุจะเห็นได้วา่ (ดบูทที่ 2 ของ Shaw & MacKnight , 2005) 
 

11P    (64) 
 

222 PP    (65) 
 

133 PP    (66) 
 

แทนคา่ 11P    ลงในสมการท่ี (65) และ (66) จะได้ 
 

222 11 P     (67) 
 

133 11 P     (68) 
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ภาพที่ 15  การเปลีย่นแปลงรูปร่างของก้อนอนภุาคของไหลในการยืดดงึในระนาบจากปริมาตร  ที่เวลา 0t  ในรูป (ก) เป็น 
                 ปริมาตร  ที่เวลา 0t t  ในรูป (ข) เมื่อได้รับแรงดงึ F  
 
โดยนิยามความหนืดยืดดงึในระนาบล าดบัท่ี 1 (First planar elongational viscosity) คือ 
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33 11,
P

P t
t t

 
 

 


     (69) 

 
และนิยามความหนืดยืดดงึในระนาบล าดบัท่ี 2 (Second planar elongational viscosity) คือ 
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2

22 11,
P

P t
t t
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และมีคา่โดยนิยามมอดลุสัยืดดงึในระนาบล าดบัท่ี 1 (First planar elongational modulus) คือ 
 

 
   

1

1

33 11,
P

PE t
t t

 


 


     (71) 

 
และนิยามมอดลุสัยืดดงึในระนาบล าดบัท่ี 2 (Second planar elongational modulus) คือ 
 

3
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PE t
t t
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
     (72) 

 
โดยทัว่ไปแล้วถ้าวสัดมุีสมบตัิยืดหยุ่น (Purely elastic) และยืดหยุ่นสงู ๆ (Hyper elastic) ที่เป็นเนือ้เดียว (Homogeneous) 

โมดลูสัยืดดงึจะไมข่ึน้กบัอตัรายืดดงึ  t  และสมการท่ี (71) และ (72) ควรจะมีคา่เทา่กนั (ดหูวัข้อ 2.6 ของ Menard, 2008) 
เนื่ องจากในการทดสอบสมบัติ รี โอ โลยี  จะกระท าที่ อัตรายืดดึงคงตัว  0  ใด  ๆ  จากสมการที่  (60 )  แทนค่า 

   11 0 0, 2 ,t t     , 22 0   และ    33 0 0, 2 ,t t       ลงในสมการที่ (69) และ (70) ที่ลิมิต 0 0   
จะได้ 
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ภาพที่ 16  แสดงความหนดืยืดดงึในระนาบล าดบัท่ี 1  

1 0,P t 

 และ 2  
2 0,P t 

 จากการทดสอบการเกิดความเค้น 

                 ยืดดงึในระนาบของพอลไีอโซบิวทาลนี (Polyisobutylene) ที่อณุหภมูิ 23T C  ที่ลมิิต 0 0   จะมีคา่เป็น  

                 4 เทา่ และ 2 เทา่ ของความหนืดเฉือนจากการทดสอบการเกิดความเค้นเฉือน  t

 (ดงึข้อมลูมาจาก ภาพที่  
                 3.5-5 ของ Bird et al., 1987) 
 
เมื่อ 0 02   ตามสมการที่ (59) สมการที่ (73) และ (74) สอดคล้องกบัผลการทดสอบการเกิดความเค้นยืดดึงในระนาบ 

ของพอลไีอโซบิวทาลนี (Polyisobutylene) ที่อณุหภมูิ 23T C ดงัแสดงในภาพที่ 16 ที่ลมิิต 0 0   ความหนืดยืดดงึใน

ระนาบล าดบัท่ี 1  
1 0,P t 

 และ 2  
2 0,P t 

 ในการทดสอบจะมีค่าเป็น 4 เท่า และ 2 เท่า ของความหนืดเฉือนจากการ

ทดสอบการเกิดความเค้นเฉือน  t   
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0
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lim , 4P Pt t t


     


   (75) 

 

     
2 2

0

0
0

lim , 2P Pt t t


     


   (76) 

 
และสมการท่ี (73) และ (74) ยงัได้รับการยืนยนัส าหรับการทดสอบยืดดงึคงตวั ที่ลมิิต 0 0   ณ. อณุหภมูิ T  ใด ๆ ในการ

ทดสอบความหนืดยืดดงึในระนาบล าดบัท่ี 1  
1 0P   และล าดบัที่ 2  

2 0P   จะมีความสมัพนัธ์กบัความหนืดที่การเฉือน
เป็นศนูย์ 0  ดงันี ้(ดหูน้า 161-162 ของ Morrison, 2001) 
 

 
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0

0 0
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lim 4P
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  
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  (77) 

 

 
12

0

0 0
0

lim 2P


  


  (78) 

 

ในท านองเดียวกันจากสมการที่  (71) และ (72) เมื่อแทนค่า     11 0 0, 2 ,t G t    , 22 0   และ 

   33 0 0, 2 ,t G t      เราสามารถพิสจูน์ได้ว่า มอดลุสัยืดดึงในระนาบล าดบัที่ 1  
1 0,PE t   มีค่าเป็น 4 เท่า ของ

มอดลุสัยืดหยุน่เฉือนเชิงเส้น  G t  และมอดลุสัยืดดึงในระนาบล าดบัที่ 2  
2 0,PE t   มีค่าเป็น 2 เท่า ของมอดลุสัยืดหยุ่น

เฉือนเชิงเส้น  G t  เมื่อ 0 0   
 

     
1 1

0

0
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lim , 4P PE t E t G t





   (79) 

 

     
2 2

0

0
0

lim , 2P PE t E t G t





   (80) 

 

และในท านองเดียวกนักบัการไหลแบบเฉือน ในสมการท่ี (10) มอดลุสัยืดดงึในระนาบล าดบัที่ 1  
1 0,PE t   สามารถแยกตวั

ประกอบได้เป็น (Khan & Larson, 1991) 
 

     
1 0 0,PE t G t h   (81) 

 

เมื่อ  G t  คือมอดลุสัผ่อนคลายเชิงเส้น และ  0h   คือฟังก์ชันหน่วงยืดดึง (Damping function) แทนสมการที่ (81)                
ลงในสมการท่ี (79) จะได้ 
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ภาพที่ 17  แสดงมอดลุสัยดืดงึในระนาบล าดบัท่ี 1  

1 0,PE t   ของ LLDPE ที่ 0  ตา่ง ๆ ที่อณุหภมูิ 160T C  โดย 

                 ก าหนดให้  0 1h    เมื่อ 0 0   คา่  
1 0,PE t   จะเข้าใกล้  G t  ที่ 0 02   (Khan & Larson,  

                 1991) 
 

     
1

0

0 0
0

lim ,PE t h G t


 


  (82) 

 

ในภาพที่ 17 เป็นการทดสอบการคลายความเค้นยืดดึงในระนาบที่ 0  ต่าง ๆ เปรียบเทียบกับ  G t  ของ LLDPE โดย

ก าหนดให้  0 1h    ที่อณุหภมูิ 160T C  เมื่อ 0 0   คา่  
1 0,PE t   จะเข้าใกล้  G t  ซึง่เป็นไปตามสมการที่ 

(82) 
 
บทสรุป 

การสมดลุแรงจากก้อนของไหล (Fluid element) จากแผนภาพวตัถอุิสระ (Free body diagram) ของกลุม่ของไหลที่อยู่
ระหวา่งการทดสอบดงึยืดทิศทางเดียวแบบคงตวัพบวา่ อตัราการเสยีรูปของวสัดใุนการดงึยืดทิศทางเดียว จะเป็นเอ็กซ์โพแนน
เชียลกบัเวลาที่ใช้ยดื นอกจากนีก้ารสมดลุแรงจากก้อนของไหล (Fluid element) ในแผนภาพวตัถอุิสระ (Free body diagram) 
ของกลุม่ของไหลที่อยูร่ะหวา่งการทดสอบการยืดดงึ ท าให้เข้าใจความสมัพนัธ์ของแรงดงึกบัคา่ความหนืดยืดดงึ (Elongational 

Viscosity)  ,E t   และค่ามอดุลสัยืดหยุ่นของยงัส์ (Young’s elastic modulus)  ,E t   ในการไหลยืดดึงทิศทางเดียว

และแสดงให้เห็นว่าท าไมความหนืดยืดดึงทิศทางเดียว (Elongational Viscosity)  ,E t   ที่ลิมิต 0   จึงมีค่าเป็น 3 
เทา่ของความหนืดที่การเฉือนเป็นศนูย์ 0  ในท านองเดียวกนัยงัอธิบายที่มาของนิยามฟังก์ชนัทางรีโอโลยีของการไหลยืดดึง

สองทิศทาง  ,B Bt   และ  ,B BE t   และฟังก์ชันทางรีโอโลยีของการไหลยืดดึงในระนาบด้วย  1 ,P t  , 

 2 ,P t  และ  1 ,PE t  ,  2 ,PE t   และพบว่าการยืดดึงในระนาบมีจลนศาสตร์การไหล (Flow kinematics) ที่มีการ
เปลี่ยนแปลงรูปร่างแบบที่ไม่มีการหมนุ (Irrotational flow) หรือเรียกอีกช่ือหนึ่งว่า “การเฉือนสมับรูณ์” ในขณะที่จลนศาสตร์
การไหลของการยืดดึงทิศทางเดียวและสองทิศทาง เป็นการเปลี่ยนแปลงรูปร่างที่มีการหมนุ (Rotational flow) อีกทัง้ยงัได้
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แสดงถึงความสมัพนัธ์ระหว่างฟังก์ชันทางรีโอโลยีของการไหลยืดดึงสองทิศทางและในระนาบกับความหนืดที่การเฉือนเป็น

ศนูย์ 0  ซึง่พบว่าค่าความหนืดยืดดึงสองทิศทาง (Biaxial elongational Viscosity)  ,B Bt   ที่ลิมิต 0B   มีค่าเป็น

เป็น 6 เท่าของความหนืดเฉือน  t  ในขณะที่ความหนืดในการไหลยืดดึงในระนาบที่ 1 และ 2  1 ,P t   และ 

 2 ,P t   มีค่าเป็น 4 เท่าและ 2 เท่าของความหนืดเฉือน  t  ตามล าดับ โดยตัวแปรทัง้หมดนีถู้กก าหนดโดย
คณะกรรมการท่ีแตง่ตัง้จากสมาคมรีโอโลยีแหง่สหรัฐอเมริกา (Society of Rheology, USA) 
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