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บทคัดย่อ 
ด้วยแนวคิดทางกลศาสตร์ความต่อเนื่อง (Continuum mechanics) ที่ว่าเราจะไม่มองสสารในระดบัอะตอมแต่จะมอง

สสารท่ีเป็นกลุม่ก้อนของวสัด ุดงันัน้การศกึษากระบวนการเสยีรูปของวสัด ุ(เนื่องจากแรงภายนอกมากระท า) เป็นวิทยาศาสตร์
ประยกุต์ที่ถกูน ามาใช้งานทางด้านวสัดวุิศวกรรมและวิศวกรรมเคร่ืองกลและเคมี เนื่องจากแรงจากภายนอกมากระท าจะท าให้
เกิดการเสียรูปเชิงเส้น (Linear deformation) การเสียรูปเชิงมมุ (Angular deformation) การเคลื่อนที่ (Linear translation) 
และการหมุน (Rotation) ไปพร้อม ๆ กนั ในบทความนีอ้ธิบายถึงการสืบหาการเสียรูปของวสัดุไปข้างหน้าที่เวลาปัจจุบนั                    
t  ใด ๆ โดยอ้างอิงกบัรูปทรงที่เวลาเร่ิมต้น 0 0t t   ที่ใช้กบัวตัถุแข็งเกร็ง (Rigid body) ของแข็งยืดหยุ่น (Elastic solid) 
วสัดุไฮเปอร์อิลาสติก (Hyperelastic material) หรือวสัดุหนืดยืดหยุ่น (Viscoelastic material) เมื่อเทนเซอร์เกรเดียนต์              
การเสียรูป F  สามารถแยกตัวประกอบออกเป็นการเสียรูปจากการยืด ( U  หรือ V ) และการเสียรูปจากการหมุน R  ได้                 
ในตอนท้ายของบทความได้มีการพดูถึงอตัราการเสียรูปของวสัดซุึ่งโดยมากจะมีผลกบัวสัดทุี่เป็นของเหลว แต่จะไม่สง่ผลต่อ
การเสยีรูปของวตัถแุข็งเกร็ง 

ค าส าคัญ  :  กลศาสตร์ความตอ่เนื่อง, จลศาสตร์, เกรเดยีนต์การเสยีรูป, อตัราการเสยีรูป 
 

Abstract 
 Continuum mechanics is an applied science with the wide applications in material, mechanical and 
chemical engineering.  Kinematics is a science study of material deformations (from external forces) and 
movements.  Those deformations are comprised of linear and angular deformations while movements come from 
translations and rotations.  This article presents the procedures of determining the material deformation at current 
time t  from the undeformed shape at initial time 0 0t  .  This technique is commonly used in rigid bodies, elastic 
solids, hyperelastic materials, including viscoelastic materials.  The deformation gradient tensor F  can be 
decomposed to right stretch tensor U  (or left stretch tensor V ) and rotation tensor R .  The rate of deformation 
has the more profound effects in liquids than in solids. 
Keywords :  continuum mechanics, kinematics, deformation gradient, rate of deformation 
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บทน า 
จลนศาสตร์ของวสัด ุ(Kinematics of materials) เป็นการศึกษาการเคลื่อนที่ของกลุม่อนภุาคของวสัดเุช่น ความเร็ว 

ความเร่ง และระยะขจดัโดยไม่มีแรงเข้ามาเก่ียวข้อง การเคลื่อนที่และการเปลี่ยนแปลงรูปร่างของกลุม่ก้อนอนภุาคของ วสัด ุ
(Kinematic Descriptions) แบ่งออกเป็น 4 รูปแบบคือ (1) การเลื่อน (Translation) (2) การหด-ยืดเปลี่ยนรูปเชิงเส้น (Linear 
deformation) (3) การหมนุ (Rotation) และ (4) การบิดเบีย้วเปลี่ยนรูปเชิงมมุ (Shear deformation) ดงัแสดงในภาพที่ 1 
(Cengel & Cimbala, 2006) ซึ่งเป็นการเคลื่อนที่ 2 รูปแบบคือ การเลื่อนและการหมนุ และเป็นการเปลี่ยนแปลงรูปร่างอีก 2 
แบบคือ การหด-ยืดเปลี่ยนรูปเชิงเส้นและการบิดเบีย้วเปลี่ยนรูปเชิงมมุ โดยทัว่ไปแล้วการเคลื่อนที่และการเปลี่ยนรูปร่างของ
กลุ่มก้อนอนุภาคเกิดจากการเลื่อน การยืด การหมุน และการบิดเบีย้วแบบเฉือนไปพร้อม ๆ กันดังแสดงใน     ภาพที่ 2 
(Munson et al., 2002) 

 

  
(1) การเลือ่น (Translation) (2) การหด-ยืดเปลีย่นรูปเชิงเส้น (Linear Deformation) 

 
 

(3) การหมนุ (Rotation) (4) การบิดเบีย้วเปลีย่นรูปเชิงมมุ (Shear Deformation) 
ภาพที่ 1  แสดงการเคลือ่นท่ีและการเปลีย่นแปลงรูปร่างของกลุม่ก้อนอนภุาคของวสัดซุึง่แบง่ออกเป็น 4 รูปแบบคือ  
               (1) การเลือ่น (Translation) (2) การหด-ยืดเปลีย่นรูปเชิงเส้น (Linear deformation) (3) การหมนุ (Rotation)  
               และ (4) การบิดเบีย้วเปลีย่นรูปเชิงมมุ (Shear deformation) 
 

�         
(Translation)

�                     
(Linear deformation)

�      
(Rotation)

�                    
(Angular deformation)

�                    
(General motion)

�                 t0
�                 t0 + Dt

 
 

    ภาพที่ 2  แสดงการเคลือ่นท่ีและการเปลีย่นรูปร่างของกลุม่ก้อนอนภุาคของวสัดทุี่เกิดจากการเลือ่น การหด-ยืดเปลีย่นรูป 
                   เชิงเส้น การหมนุ และการบิดเบีย้วเปลีย่นรูปเชิงมมุไปพร้อม ๆ กนั 
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โดยทัว่ไปแล้วการศกึษาการเสยีรูปของวสัดไุมจ่ าเป็นจะต้องพิจารณาถึงระดบัอะตอมแตจ่ะพิจารณาว่าวสัดเุป็นกลุม่
ก้อนอนุภาคที่มีขนาดเล็ก ค าว่าขนาดเล็กในที่นีห้มายถึงปริมาตรประมาณ 10-9 ลกูบาศก์มิลลิเมตร ที่ความดนับรรยากาศ 
(White, 2010) ยกตวัอย่างเช่น กลุ่มก้อนอนภุาคของอากาศที่มีปริมาตรขนาด 10-9 ลกูบาศก์มิลลิเมตร จะประกอบไปด้วย
โมเลกุลของอากาศประมาณ 3 x 107 โมเลกุลเลยทีเดียว ซึ่งในกรณีนีก้ลุ่มก้อนอนุภาคของอากาศจัดได้ว่ามีสมบตัิความ
ต่อเนื่อง (Continuum property) และเมื่อน าแนวคิดนีม้าใช้ทางกลศาสตร์ (Mechanics) จึงเรียกว่ากลศาสตร์ความต่อเนื่อง 
(Continuum mechanics) แตอ่ยา่งไรก็ตามการพิจารณากลุม่ก้อนอนภุาคของวสัดวุา่มีสมบตัิความตอ่เนื่องอาจจะไม่สามารถ
ใช้ได้กบับางสถานการณ์และจ าเป็นต้องพิจารณาวสัดเุป็นอะตอมที่วางตวัอย่างไม่ต่อเนื่อง นัน่คือ วางตวัเฉพาะที่จุดแลตทิซ
ต่าง ๆ เท่านัน้ ยกตวัอย่างเช่น ปัญหาการเคลื่อนที่ของคลื่นในวสัด ุหากความยาวคลื่นสัน้กว่าระยะห่างระหว่างอะตอม การ
พิจารณาวสัดเุป็นตวักลางตอ่เนื่องจะไมถ่กูต้องอีกตอ่ไป 

กลศาสตร์ (Mechanics) เป็นการศกึษากระบวนการเสยีรูปของวสัดเุนื่องจากแรงภายนอก ด้วยแนวคิดทางกลศาสตร์
ความตอ่เนื่อง (Continuum mechanics) เราจะไมม่องสสารในระดบัอะตอมแตจ่ะมองสสารที่เป็นกลุม่ก้อนของวสัดทุี่มีสมบตัิ
ที่เป็นฟังก์ชนัตอ่เนื่องกนัไปตลอดทัง้ก้อนวสัด ุดงันัน้เมื่อก้อนวสัดถุกูแรงจากภายนอกมากระท าจะท าให้เกิดการเสียรูปเชิงเส้น 
(Linear deformation) การเสียรูปเชิงมมุ (Angular deformation) ไปพร้อม ๆ กนัดงัแสดงในภาพที่ 3 แสดงก้อนอนภุาคของ
วสัดทุี่มีการเคลือ่นท่ีท าให้ก้อนอนภุาคมีการเสยีรูปเชิงเส้น เช่นการยืดดงึ และการเสยีรูปเชิงมมุ เช่นการบิดเบีย้วไปพร้อม ๆ กนั 
โดยก้อนอนุภาคที่เวลา 0t  ยงัไม่มีการเปลี่ยนแปลงรูปร่าง ในขณะที่ก้อนอนุภาคเดิมที่เวลา 0t tD  เกิดการเปลี่ยนแปลง
รูปร่างไปจากเดิม 

              
(Angular deformation)

               
(Linear deformation)

0t
0t t D

O

1x

2x

3x

               
(Linear deformation)

              
(Angular deformation)

 
ภาพที่ 3   แสดงก้อนอนภุาคของวสัดทุี่มกีารเสยีรูปเชิงเส้น เช่นการยืดดงึและการเสยีรูปเชิงมมุ เชน่การบิดเบีย้วไปพร้อม ๆ กนั   
                โดยก้อนอนภุาคที่เวลา 0t  ยงัไมม่กีารเปลีย่นแปลงรูปร่าง  ในขณะท่ีก้อนอนภุาคเดิมทีเ่วลา 0t tD  เกิดการ 
                 เปลีย่นแปลงรูปร่างไปจากเดิม 

 
วตัถปุระสงค์ของบทความนีต้้องการท่ีจะกลา่วถึงจลน์ศาสตร์และการเสยีรูปของวสัดทุี่มีการอ้างอิงรูปทรงที่เวลาคงที่ 

(Reference configuration at fixed reference time) ที่ 0t  ซึ่งโดยมากจะใช้ในการแก้ปัญหาทางวิศวกรรมของกระบวนการ
เสียรูปของวสัดุที่ทราบขนาดของวสัดทุี่เวลาเร่ิมต้น 0t t  เช่นการเสียรูปของของแข็งยืดหยุ่น (Elastic solid) วตัถแุข็งเกร็ง 
(Rigid body) วสัดไุฮเปอร์อิลาสติก (Hyperelastic material) หรือวสัดหุนืดยืดหยุน่ (Viscoelastic material) บางกระบวนการ
ทดสอบ เช่นการทดสอบการดงึยืดของเหลวหนืดยืดหยุน่ เป็นต้น สว่นมากจะวดัโดยใช้เวลาและต าแหน่งในอดีตเป็นเวลาและ
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ต าแหนง่อ้างอิง (Configuration in the past as a reference configuration) แล้วค านวณหาความเครียดของวสัดไุปข้างหน้า 
(Lai  et al., 2010) ในทางปฏิบตัิจะยดึเอาขนาดที่เวลา 0 0t t   เป็นขนาดและเวลาอ้างอิง 

 
การเสียรูป 

พิจารณาแกนเฉ่ือยหรือแกนหลกั (Inertia frame or fixed frame) ซึ่งเป็นพิกดัเชิงพืน้ที่ของออยเลอร์ (Spatial 
coordinate in Euler description) เป็นแกนสมมตุิที่เวลา 0t t  ใด ๆ ที่ยดึติดอยูก่บัท่ีมีสเกลวดัระยะทางไปใน 3 ทิศทางที่ตัง้

ฉากกนั  1 2 3, ,x x x  สว่นแกนเคลื่อนที่จะเป็นแกนสมมุติที่ยึดติดอยู่กบัอนุภาคของวตัถทุี่มีการเลื่อนและหมนุไปกบัก้อน
อนภุาคนัน้ (Translated and rotated or moving frame) ซึ่งเป็นมมุมองของลากรางค์ (Lagrange description) มีสเกลวดั
ระยะทางไปใน 3 ทิศทางที่ตัง้ฉากกนั เช่นเดียวกนั ภาพที่ 4 แสดงผู้สงัเกตการณ์บนจุดก าเนิดของระบบแกนหลกัที่จุด O  

(Fixed frame) บนแกน  1 2 3, ,x x x  แสดงทิศทางที่ตัง้ฉากกนัและมีผู้สงัเกตการณ์อีกคนอยูท่ี่จดุ P  ของระบบแกนเคลือ่นท่ี 

(Moving frame) ถือนาฬิกาจบัเวลาบอกเวลา t  บนแกน  1 2 3, ,X X X  ที่ก าลงัเลื่อนและหมนุไปอย่างอิสระพร้อม ๆ กนั 
(Translating and co-rotating) 

พิจารณาอนภุาคของวสัดทุี่ต าแหนง่ P  บนก้อนอนภุาคในภาพที่ 4  ที่มีเวคเตอร์ X  แสดงต าแหน่งที่วดัจากจุด O  
ไปหาอนภุาค P  ที่เวลาอ้างอิง 0t  ซึ่งใช้เป็นเวลาอ้างอิง ในเวลา t  ต่อมาวตัถุได้เคลื่อนที่ไปอนุภาคของวสัด ุ P  ได้เคลื่อน

ที่มาอยู่ที่ต าแหน่ง x  โดยที่เวลา 0t t  เวคเตอร์ X  แสดงต าแหน่งที่วดัจากจุด O  ไปหาอนุภาค  0P t  คือ (Irgens, 
2008) 

1

2

3 123

X

X X

X

 
 

  
 
 

  (1) 

ตวัเลข 123 ที่ห้อยอยูก่บัวงเลบ็แสดงถึงแกนที่ 1, 2 และ 3 ตามล าดบั และมีขนาดที่วดัจาก  0P t  ถึง  0Q t  คือ 

1

2

3 123

dX

dX dX

dX

 
 

  
 
 

  (2) 

ในขณะท่ีเวลา t  ใด ๆ เวคเตอร์ x  แสดงต าแหนง่ที่วดัจากจดุ O  ไปหาอนภุาค  P t   

1

2

3 123

x

x x

x

 
 

  
 
 

  (3) 

และมีขนาดทีว่ดัจาก  P t  ถึง  Q t  คือ 

1

2

3 123

dx

dx dx

dx

 
 

  
 
 

  (4) 
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ถ้าการเสยีรูปมีระยะจ ากดั (Finite strain) เราสามารถคิดได้วา่เวคเตอร์แสดงต าแหนง่ x  เป็นฟังก์ชนัเชิงเส้นกบัเวคเตอร์แสดง

ต าแหน่ง X  ที่เวลาอ้างอิงคงที่ 0t  กล่าวคือ  1 2 3, ,x X X X  ดังนัน้จากกฎลูกโซ่เราสามารถหาความสมัพันธ์ระหว่าง

ระยะหา่งระหวา่งอนภุาคต าแหนง่  0P t  และ  0Q t  และระยะหา่งระหวา่งอนภุาคต าแหนง่  P t  และ  Q t  คือ 

1 1 1
1 1 2 3

1 2 3

x x x
dx dX dX dX

X X X

  
  
  

 (5) 

ในท านองเดียวกนั 

2 2 2
2 1 2 3

1 2 3

x x x
dx dX dX dX

X X X

  
  
  

 (6) 

3 3 3
3 1 2 3

1 2 3

x x x
dx dX dX dX

X X X

  
  
  

 (7) 

จากสมการท่ี (5)- (7) ท าให้เราสรุปได้วา่ 
Fdx dX   (8) 

เมื่อเทนเซอร์ F  คือเทนเซอร์เกรเดียนต์การเสยีรูป (Deformation gradient tensor) นิยามโดย (Jog, 2015) 

F
x

X





1 1 1

1 2 3

2 2 2

1 2 3

3 3 3

1 2 3 123

x x x

X X X

x x x

X X X

x x x

X X X

   
 
   

   
  

   
   
     

 (9) 

และมีอินเวอร์ตของเทนเซอร์เกรเดียนต์การเสยีรูป (Inverse of deformation gradient tensor) นิยามโดย 
1

FdX dx


  (10) 

โดย 1
F
  อินเวอร์ตของเทนเซอร์เกรเดียนต์การเสยีรูปคือ 

1
F

X

x

 



1 1 1

1 2 3

2 2 2

1 2 3

3 3 3

1 2 3 123

X X X

x x x

X X X

x x x

X X X

x x x

   
 
   

   
  

   
   
     

 (11) 

ซึง่เทนเซอร์เกรเดียนต์การเสียรูป F  และอินเวอร์ตของเทนเซอร์เกรเดียนต์การเสียรูป 1
F
  เป็นฟังก์ชนัตัง้ฉาก (Orthogonal 

tenser) ซึง่กนัและกนักลา่วคือ 
1 1

F F F F 
 

     (12) 

เมื่อ   คือเทนเซอร์หนึง่หนว่ยนิยามโดย 
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1 0 0

0 1 0

0 0 1



 
 

  
 
 

 (13) 

จากสมการที่ (8) จะเห็นได้ว่าเทนเซอร์เกรเดียนต์การเสียรูป F  และอินเวอร์ตของเทนเซอร์เกรเดียนต์การเสียรูป 1
F
  เป็น

ฟังก์ชันเชิงเส้นที่แสดงการเสียรูปในช่วงระยะเวลา 0t  และ t  ดังนัน้เราสามารถใช้เทนเซอร์ทัง้สองนีส้ืบหาความเครียด
เนื่องจากการเสยีรูปของวสัดไุด้ตลอดช่วงระยะเวลา 0t  และ t  และที่เวลาอ้างอิง 0t   

 0F t   (14) 
และ 

det F 0J    (15) 
เนื่องจากดีเทอร์มิแนนต์ของเกรเดียนต์การเสียรูป F  ในสมการที่ (15) จะเป็นค่าสเกลาร์ที่เกิดจากการคณูกนัของเวคเตอร์ 3 
ตวัที่ตัง้ฉากกัน ซึ่งในที่นีค้ือปริมาตรของกลุ่มก้อนวสัดุที่เวลา t  ใด ๆ เปรียบเทียบกับปริมาตรของกลุ่มก้อนวสัดุก่อนการ                   
เสียรูปที่เวลา 0t  ดังนัน้จึงมีค่ามากกว่าศูนย์เสมอ (ดูบทที่ 13 ของ Rudnicki, 2015) และถ้าวสัดุไม่สามารถกดอัดได้ 
(Incompressible materials) ดีเทอร์มิแนนต์ของเกรเดียนต์การเสียรูป F  จะมีค่าเท่ากับหนึ่ง ในที่นีเ้ทนเซอร์เกรเดียนต์                 
การเสยีรูป F  จะแสดงการเสยีรูปของวสัดทุี่คอ่นข้างจะมาก (Large deformation or finite strain deformation) และท าหน้าที่
เป็นฟังก์ชนัการเปลี่ยนถ่าย (Transformation tensor) จากพิกดัวสัด ุ(Material or Lagrange descriptions) ไปเป็นพิกดัเชิง
พืน้ท่ี (Spatial or Euler descriptions) จึงสง่ผลให้ความเครียดและความเค้นไมเ่ป็นเชิงเส้นซึง่จะแสดงในหวัข้อถดัไป 

O

 ,x X t

 0,X x X t

 0P t

 0Q t

 P t

 Q t
dx

dX
 1 0X t

 2 0X t

                  
                           0t                   

               t

 ,u X t

 ,u X dX t

2x

1x

 2X t

 1X t

 
ภาพที่ 4    แสดงการเสยีรูปของวสัดจุากขนาด dX  ที่เวลาอ้างอิงคงที่ 0t  ไปเป็นขนาด dx  ที่เวลา t  โดยวสัดทุี่ต าแหนง่  

                 0P t -  0Q t  เคลือ่นท่ีไปอยูท่ี่ต าแหนง่  P t -  Q t  
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ความเครียด 

เนื่องจากเทนเซอร์เกรเดียนต์การเสยีรูป F  และอินเวอร์ตของเทนเซอร์เกรเดียนต์การเสียรูป 1
F
  จะเกิดจากการหด-ยืด

เปลี่ยนรูปเชิงเส้น (Linear deformation) รวมกับการหมนุ (Rotation) ไปพร้อม ๆ กนั ดงันัน้เพื่อแยกการหด-ยืดเปลี่ยนรูป              
เชิงเส้นและการหมนุของก้อนอนุภาควสัดุออกจากกัน เราจ าเป็นที่จะต้องใช้เทคนิคการแยกเชิงขัว้ (Polar decomposition 

technique) ซึ่งทฤษฎีการแยกเชิงขัว้กล่าวว่าส าหรับเทนเซอร์ F  ใด ๆ ที่สามารถหา 1
F
   ได้จะสามารถแยกเทนเซอร์                

ออกได้เป็นสองชนิดได้ นัน่คือ (Morrison, 2001; Lai  et al., 2010; Astarita & Marrucci, 1974) 
F R U V R   (16) 

โดย R  เป็นเทนเซอร์การหมนุ (Rotation tensor) ที่มีสมบตัิความตัง้ฉาก (Orthogonal tensor) ดงันัน้ (Itskov, 2014) 

R U

F

V R
2x

0t t
0t t t  D

1X
2X

3X

1x
3x

O

1X
2X

3X

1X

2X

3X

1X

2X

3X

 
ภาพที่ 5  แสดงการแยกเทนเซอร์เกรเดยีนต์การเสยีรูป F  ออกเป็นการเสยีรูปจากการยดื U  และ V  และการเสยีรูป 
               จากการหมนุ R  แสดงก้อนวสัดไุมม่ีการเสยีรูปท่ีเวลาอ้างอิง 0t t  และเกิดการเสยีรูปท่ีเวลา t  ใด ๆ 
 

R R R R
T T

   (17) 

เมื่อ 1
R R

T 
  และ U  และ V  เป็นเทนเซอร์สมมาตรและมีค่าเป็นบวกเสมอ (Symmetric and positive definite) โดย 

U  มีช่ือเรียกวา่เทนเซอร์การยืดทางขวา (Right stretch tensor) และ V  มีช่ือเรียกว่าเทนเซอร์การยืดทางซ้าย (Left stretch 
tensor) ดงัแสดงในภาพที่ 5 ดงันัน้จากสมการท่ี (16) เราจะมีเทนเซอร์การยืดทางซ้าย 

V RUR
T

   (18) 

และเทนเซอร์การยดืทางขวา 

U R VR
T

   (19) 

เรานิยามเทนเซอร์ความเครียดควอซี่ (Cauchy strain tensor) ดงันี ้
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C F F UU
T

   (20) 

และนิยามเทนเซอร์ความเครียดกรีน (Green strain tensor) ดงันี ้

B FF VV
T

   (21) 

และความสมัพนัธ์ระหวา่ง B  และ C  คือ 

B RCR
T

  (22) 

และนิยามเทนเซอร์ความเครียดฟินเกอร์ (Finger strain tensor) ดงันี ้

   
1

1 1 1
C F F F F

T
T


  
  VV  (23) 

และนิยามเทนเซอร์ความเครียดพิโอลา่ (Piola strain tensor) ดงันี ้

   
1

1 1 1
B FF F F

T
T


  
  UU  (24) 

จากสมการท่ี (20) และ (24) จะเห็นได้ชดัวา่ 
1

C B


  (25) 

และจากสมการท่ี (22) และ (24) จะเห็นวา่ 
1

C B

  (26) 

จากสมการท่ี (14) ที่เวลา 0t  ซึง่เป็นเวลาอ้างองิดงันัน้ 

 0R t   0U t   0V t   0C t   0B t    (27) 
 

ความเครียดลากรางค์ 

พิจารณาภาพที่ 4 จะเห็นได้วา่อนภุาค P  ที่เวลาอ้างอิง 0t  เคลือ่นท่ีไปท่ี  P t  เป็นระยะกระจดั  ,u X t  ดงันัน้ 

 ,x X u X t   (28) 

และในท านองเดียวกนัอนภุาค Q  ที่เวลาอ้างอิง 0t  เคลือ่นท่ีไปท่ี  Q t  เป็นระยะกระจดั  ,u X dX t   

 ,x dx X dX u X dX t      (29) 

เอาสมการท่ี (29) ลบด้วยสมการท่ี (28) จะได้ 

   , ,dx dX u X dX t u X t     (30) 

เนื่องจากสมการท่ี (30) เป็นนิยามเกรเดียนต์ของเวคเตอร์ ท าให้เราสรุปได้วา่ 

Xdx dX u dX    (31) 
โดย X u  คือเทนเซอร์เกรเดียนต์ของระยะกระจัด (Displacement gradient tensor) เมื่อตัวห้อย X  ในสัญลักษณ์                  
เกรเดียนต์ X  เป็นการย า้วา่อนพุนัธ์เทียบกบัพิกดัต าแหนง่ที่เวลาอ้างอิง (Lagrange or reference coordinates) 
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Xu

1 1 1

1 2 3

2 2 2

1 2 3

3 3 3

1 2 3 123

u u u

X X X

u u u

X X X

u u u

X X X

   
 
   

   
  

   
   
     

 (32) 

เมื่อเทียบสมัประสทิธ์ิของสมการท่ี (8) และ (31) จะเห็นวา่ 
F Xu   (33) 

โดยเมื่อแทนคา่สมการท่ี (33) ลงในสมการท่ี (20) จะได้ 

C F F
T

   
T

Xu   Xu   (34) 

คณูกระจายสมการท่ี (34) จะได้ 

C      
T T

X X X Xu u u u        (35) 

ในท านองเดียวกนัเมื่อแทนคา่สมการท่ี (33) ลงในสมการท่ี (21) จะได้ 

B FF
T

   Xu   
T

Xu   (36) 

คณูกระจายสมการท่ี (36) จะได้ 

B      
T T

X X X Xu u u u        (37) 

ถ้าก าหนดให้ 

     
T T

X X X Xu u u u        (38) 

โดย   คือเทนเซอร์ความเครียดลากรางค์ (Lagrange strain tensor) นิยามโดย 

C     (39) 

และจะลดรูปเป็นถ้าการเปลี่ยนรูปแค่เล็กน้อยเท่านัน้ (Infinitesimal strain) ซึ่งสามารถละเทอม    
T

X Xu u   ที่มีออ

เดอร์ขนาด  
2

XO u  ออกไปก็จะกลายเป็นเทนเซอร์ความเครียดส าหรับการเสียรูปน้อย ๆ (Infinitesimal strain tensor) ที่

เรารู้จกักนัดี 

 
T

X Xu u     (40) 

เมื่อ 



31 2 1 1

1 1 2 1 3

32 1 2 2

1 2 2 2 3

3 3 31 2

1 3 2 3 3 123
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2

uu u u u

X X X X X

uu u u u

X X X X X

u u uu u

X X X X X

       
    

        
 

           
        
 
       

     
        

 (41) 
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เมื่อเขียนเทนเซอร์   ในรูปดชันีบง่ชีจ้ะได้ 

ji
ij

j i

uu

X X


  

 
 (42) 

เมื่อ iu  และ 
ju  เป็นระยะกระจดัของก้อนวสัด ุ(Displacement of the material element) ในแนวแกน i  และ j  และ iX  

และ 
jX  เป็นต าแหนง่ของก้อนของวสัดใุนแนวแกน i  และ j  ตามล าดบั เมื่อ , 1,2,3i j   สมการท่ี (42) ท าให้เราทราบว่า

ความเครียดของวสัดุเกิดจากการเสียรูปของวสัดุเชิงเส้น (Linear deformation) เมื่อ i j  ซึ่งอยู่ในต าแหน่งแนวทแยง 
(Diagonal positions) ของเทนเซอร์ความเครียด และเกิดการเสียรูปเชิงมมุ (Angular deformation) เมื่อ i j  ซึ่งจะอยู่นอก
ต าแหนง่ทแยงมมุ (Off-diagonal position) ของเทนเซอร์ความเครียด 

 
ความเครียดออยเลอร์ 

ในที่นีเ้ราจะเขียนสมการเวคเตอร์ในสมการที่ (28) ให้อยู่ในระบบแกนออยเลอร์หรือพิกัดเชิงพืน้ที่ (Euler or spatial 
coordinates) กลา่วคือ  

 ,X x u x t    (43) 
หรือเขียนในรูปดชันีบง่ชีค้ือ 

 ,i i iX x u x t    (44) 
อนพุนัธ์สมการท่ี (44) เทียบกบัพิกดัเชิงพืน้ท่ี 

i i
ij

j j

X u

x x


 
 

 
   (45) 

หรือเขียนในรูปดชันีบง่ชีค้ือ 
1

F xu

    (46) 

โดย 1
F
  แสดงในสมการที่ (11) 

xu  คือเทนเซอร์เกรเดียนต์ของระยะกระจัด (Displacement gradient tensor) เมื่อตวั

ห้อย x  ในสญัลกัษณ์เกรเดียนต์ 
x  เป็นการย า้วา่อนพุนัธ์เทียบกบัพิกดัเชิงพืน้ที่ (Spatial or Euler coordinates) ในท านอง

เดียวกนักบัเทนเซอร์ความเครียดควอซี่ที่แสดงในสมการท่ี (35) และเทนเซอร์ความเครียดกรีนแสดงในสมการที่ (37) เมื่อแทน
คา่สมการท่ี (46) เทนเซอร์ความเครียดฟินเกอร์ในสมการท่ี (23) สามารถเขียนได้เป็น 

 1 1 1
C F F

T
  
       

T T

x x x xu u u u         
  

 (47) 

และเทนเซอร์ความเครียดพิโอลา่ในสมการท่ี (24) จะเป็น 

 1 1 1
B F F

T
  
       

T T

x x x xu u u u         
  

 (48) 

ถ้าก าหนดให้ 

     
T T

x x x xu u u u        (49) 

โดย   คือเทนเซอร์ความเครียดออยเลอร์ (Euler strain tensor) นิยามโดย 

  1
B


  (50) 
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และจะสามารถลดรูปได้ถ้ากลุม่ก้อนวสัดมุีการเปลี่ยนรูปทรงแค่เพียงเล็กน้อยเท่านัน้ (Infinitesimal strain) เช่นของแข็งที่มี
สมบตัิอิลาสติกเชิงเส้น (Linearly elastic solid) กล่าวคือการเสียรูปของวสัดจุะแปรผนัตรงกับความเค้นที่กระท ากับวสัด ุ              

ซึง่ท าให้สามารถละเทอม    
T

x xu u   ที่มีออเดอร์ขนาด  
2

xO u  ออกไปก็จะกลายเป็นเทนเซอร์ความเครียดส าหรับ

การเสยีรูปน้อย ๆ (Infinitesimal strain tensor) ที่เรารู้จกักนัดี 

 
T

x xu u     (51) 

เมื่อ 

 

31 2 1 1

1 1 2 1 3

32 1 2 2

1 2 2 2 3

3 3 31 2

1 3 2 3 3 123

2

2

2

uu u u u

x x x x x

uu u u u

x x x x x

u u uu u

x x x x x

       
    

        
 

          
        
 
       

     
        

 (52) 

เมื่อเขียนเทนเซอร์   ในรูปดชันีบง่ชีจ้ะได้ 

ji
ij

j i

uu

x x



 
 

 (53) 

เมื่อ iu  และ ju  เป็นระยะกระจดัของก้อนของวสัด ุ(Displacement of the material element) ในแนวแกน i  และ j  และ 

ix  และ jx  เป็นต าแหนง่ของก้อนของวสัดใุนแนวแกน i  และ j  ตามล าดบั เมื่อ , 1,2,3i j   สมการท่ี (52) ท าให้เราทราบ
ว่าความเครียดของวสัดุเกิดจากการเสียรูปของวสัดุเชิงเส้น (Linear deformation) เมื่อ i j  ซึ่งอยู่ในต าแหน่งแนวทแยง 
(Diagonal positions) ของเทนเซอร์ความเครียด และเกิดการเสียรูปเชิงมมุ (Angular deformation) เมื่อ i j  ซึ่งจะอยู่นอก
ต าแหนง่ทแยงมมุ (Off-diagonal position) ของเทนเซอร์ความเครียด จะเห็นได้วา่เทนเซอร์ความเครียดในสมการท่ี (35), (37), 

(47) และ (48) ที่ยงัคงเทอมที่มีออเดอร์ขนาด  
2

XO u และ  
2

xO u อยู่ ดงันัน้เทนเซอร์ความเครียดในหวัข้อนีท้กุตวั

เป็นเทนเซอร์ความเครียดส าหรับวสัดทุี่มีการเสียรูปมาก ๆ (Large deformation or finite deformation) ดงันัน้ความเค้น             
จะไมเ่ป็นเชิงเส้นกบัเทนเซอร์เกรเดียนต์การเคลือ่นท่ี 
 
อตัราการเสียรูป 

อตัราการเสยีรูป (Rate of deformation) ของวสัดจุะสง่ผลตอ่ความเค้นของวสัดทุี่เป็นของเหลว แต่จะไม่มีผลต่อความเค้น
ของวตัถแุข็งเกร็งที่เสยีรูปต ่ากวา่จดุคราก (Yield point) แตอ่าจจะสง่ผลตอ่วตัถแุข็งแกร็งที่ถกูท าให้เสยีรูปจนมากกว่าจุดคราก
ไปแล้วซึ่งเป็นช่วงที่วสัดุมีสมบตัิเป็นพลาสติก (Plastic behavior) หรือเสียรูปอย่างถาวรได้ อตัราการเสียรูปหาได้จากการ
อนพุนัธ์สมการท่ี (9) เทียบกบัเวลาจะได้ (Morozov & Spagnolie, 2015) 

Fij i

j

D xD

Dt Dt X

 
  

  

i

j

v

X





3

1

i k

k k j

v x

x X

 


 
   F

T

ij

v  
  

 (54) 
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จะได้ 

 
F

F
TD

v
Dt

   (55) 

เมื่อ 
FD

Dt
 เป็นเทนเซอร์อตัราการเสยีรูปของวสัดแุละ v  คือเทนเซอร์เกรเดียนต์ความเร็วนิยามโดย 

v
v

x


 



1 1 1

1 2 3

2 2 2

1 2 3

3 3 3

1 2 3 123

v v v

x x x

v v v

x x x

v v v

x x x

   
 
   

   
  

   
   
     

 (56) 

จากสมการท่ี (55) อนพุนัธ์สมการท่ี (12) เทียบกบัเวลาจะได้ 

 1
F F

D

Dt




1

1F F
F F 0

D D

Dt Dt




   (57) 

ใช้ความสมัพนัธ์ในสมการท่ี (55) แทนลงใน (57) แล้วจดัรูปจะได้ 

 
1

1F
F

TD
v

Dt




    (58) 

จากสมการท่ี (54) จดัรูปใหมจ่ะได้ 
Fij ji

k k

D Xv

x Dt x




 
 (59) 

สมการท่ี (59) สามารถเขยีนให้อยูใ่นรูปเวคเตอร์-เทนเซอร์ได้คือ 

1F
F

D
v

Dt


   (60) 

เนื่องจากเทนเซอร์เกรเดียนต์ความเร็ว v  สามารถแยกตวัประกอบออกได้เป็นอตัราการเปลี่ยนแปลงรูปร่างเชิงมมุ   ซึ่งเป็น

เทนเซอร์ที่สมมาตรและเทนเซอร์การหมนุวน   ซึง่เป็นเทนเซอร์สมมาตรเสมือนดงัแสดงในสมการที่ (61) (Bird et al., 1977, 
1987) 

)(
2

1
  

v  (61) 

ท าการอนพุนัธ์สมการท่ี (16) เทียบกบัเวลาจะได้ 
UF R

U R
DD D

Dt Dt Dt
   (62) 

แทนสมการท่ี (62) ลงในสมการท่ี (60) จะได้ 

v
1UR

U R U R
TDD

Dt Dt

 
  
 

1UR
R R U R

T TDD

Dt Dt

 
   

 
 (63) 
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จะเห็นได้ว่าสมการที่ (63) สามารถแยกออกได้เป็นสองเทอมโดยเทอมแรกทางขวามือเป็นเทนเซอร์สมมาตรเสมือน (skew 
symmetric tensor) ซึง่สามารถพิสจูน์ได้จากการอนพุนัธ์สมการท่ี (17) เทียบกบัเวลาจะได้ 

R R
R R

T

TD D

Dt Dt
 

R
R

T

TD

Dt

 
  

 
 (64) 

ซึง่เป็นเทอมที่มีแตก่ารหมนุวนในขณะที่เทอมที่สองทางขวามือของสมการที่ (63) มีทัง้การหมนุและการยืดตวัของวสัด ุดงันัน้
ถ้าเราสามารถแยกเทอมการยืดดงึออกเป็นเทนเซอร์สมมาตรและสมมาตรเสมือนนัน่คือ (NPTEL, 2016) 

1 1 1U U U
U U U

D D D
sym skw

Dt Dt Dt

     
    

   
 (65) 

เมื่อ 

1 1 1U U U1
U U U

2

D D D
sym

Dt Dt Dt

     
    

   
 (66) 

1 1 1U U U1
U U U

2

D D D
skw

Dt Dt Dt

     
    

   
 (67) 

ดงันัน้เมื่อเราเทียบสมการท่ี (61) และสมการท่ี (63) เราสามารถสรุปได้วา่ 

1U
2R U R

TD
sym

Dt


  
    

  
 (68) 

และ 

1UR
2 R R U R

T TDD
skw

Dt Dt



   

      
   

 (69) 

11U

0t 0t t D

11UD

Dt

11R
11RD

Dt

1x
2x

 0t

11U

11UD

Dt

11R

11RD

Dt

0t t D

1x
2x

 
(ก) (ข) 

ภาพที่ 6  แสดงอิทธิพลของการยืด 11U  และอตัรายดื 11UD

Dt
 ในทิศทางที่ 1 การหมนุ 11R  และอตัราหมนุ 11RD

Dt
  

               ของก้อนอนภุาควสัดใุนทิศทางที่ 1 ที่มีผลตอ่อตัราการเปลีย่นแปลงรูปร่างเชิงมมุ   และการหมนุวน   ที่เกิดจาก  

               (ก) การยดืดงึทิศทางเดียว (Uniaxial extension) และ (ข) การเฉือนแบบงา่ย (Simple shear) ท่ีเกิดบนระนาบ  

               1 2,x x  
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โดยเทนเซอร์อตัราการเปลี่ยนแปลงรูปร่างเชิงมุม   บ่งบอกถึงอตัราที่กลุ่มก้อนอนุภาคตวัข้าง ๆ เคลื่อนที่สมัพทัธ์ต่อกัน 

ในขณะท่ีเทนเซอร์การหมนุวน   เป็นการวดัความเร็วในการหมนุ ณ ต าแหนง่นัน้ ๆ นา่สนใจวา่เทนเซอร์การหมนุวน   แยก
ออกเป็นสองเทอมซึง่มีการหมนุวนเนื่องจากการยืดด้วยดงัแสดงในเทอมที่สองทางขวามือของสมการท่ี (69) และแสดงตวัอยา่ง

ของอิทธิพลของการยืด U  และอตัรายืด 
UD

Dt
 การหมนุ R  และอตัราหมนุ 

RD

Dt
 ของก้อนอนภุาควสัดทุี่มีผลต่ออตัราการ

เปลี่ยนแปลงรูปร่างเชิงมมุ   และการหมนุวน   ที่เกิดจาก (ก) การยืดดึงทิศทางเดียว (Uniaxial extension) และ (ข) การ

เฉือนแบบง่าย (Simple shear) ท่ีเกิดบนระนาบ  1 2,x x  ในภาพที่ 6 ในที่นีแ้สดงเฉพาะการยืด 11U  และอตัรายืด 11UD

Dt
 

ในทิศทางที่ 1 การหมนุ 11R  และอตัราหมนุ 11RD

Dt
 ของก้อนอนภุาควสัดใุนทิศทางที่ 1 เทา่นัน้ 
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 0
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
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A

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 D 

 
 0
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0

F t t
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A


 D
 D 

 
(ก) (ข) (ค) 

ภาพที่ 7  (ก) แสดงการทดสอบชิน้งานยางคงรูปบนเคร่ืองทดสอบความเค้นแรงดงึตามมาตราฐาน ASTM D412-a98 (2003)  
               (ได้รับอนญุาตให้พิมพ์ซ า้ได้จาก Wangchai, 2005) (ข) แสดงก้อนอนภุาคของไหลที่เวลา  และ (ค) แสดงการ 
               เคลือ่นท่ีและการเสยีรูปของก้อนอนภุาคในการดงึทิศทางเดียวที่ถกูดงึในทิศ 3x  ของไหลที่เวลา  โดยเส้นท่ี 
               มมุบนขวาแสดงเส้นทางการไหล (Streamlines) ในเนือ้วสัด ุ
 
การประยกุต์ใช้งานทางวิศวกรรม 

ในที่นีจ้ะใช้การทดสอบการดึงยืดทิศทางเดียว (Uniaxial extension) เป็นตวัอย่างในการค านวณเพื่อแสดงให้เห็นถึง
อิทธิพลของการเคลือ่นท่ีและการเสยีรูปของวสัดใุนการทดสอบทางวิศวกรรม โดยทัว่ไปแล้วชิน้ทดสอบตามมาตราฐาน ASTM 

0t

0 Δt t
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D412-a98 (2003)ในการทดสอบการดึงยืดทิศทางเดียวจะถกูดึงในทิศทางที่ 3 และเกิดการเคลื่อนที่และการเสียรูปของก้อน
อนภุาคดงัแสดงในภาพที่ 7 ท าให้เกิดการเสียรูปในชิน้ทดสอบดงัแสดงในภาพที่ 8 โดยต าแหน่งของวสัดทุี่เวลา t  ใด ๆ เทียบ
กบัต าแหนง่ของวสัดทุี่เวลาตัง้ต้น 0t  คือ 

1 1 1

2 2 2

3 3 3123 123

x X

x X

x X







   
   

    
   
   

 (70) 

เมื่อ 1 2 3, ,    เป็นอตัราสว่นการยืดในแนว 1 2 3, ,x x x  ตามล าดบั 
(ก) จงหาปริมาตรของก้อนอนภุาคที่เปลีย่นไปเทียบกบัปริมาตรเดิม 
(ข) จงหาเทนเซอร์การยืดทางขวา U  และเทนเซอร์การยืดทางซ้าย V  ของก้อนอนภุาคของวสัด ุ
(ค) จงหาเทนเซอร์การหมนุ R  ของก้อนอนภุาค 
 

เพื่อให้ง่ายต่อการท าความเข้าใจพิจารณาก้อนวัสดุรูปทรงสี่เหลี่ยมที่มีขนาดก่อนเกิดการเสียรูปขนาดเท่ากับ 

1 2 3, ,dX dX dX  ดงัแสดงในภาพที่ 8 โดยที่เวคเตอร์ 

i i idX dX   (71) 

เมื่อ i  เป็นเวคเตอร์หนึ่งหน่วยชีไ้ปในทิศทางที่ i  เมื่อ 1,2,3i   ดงันัน้ปริมาตรเดิมของก้อนอนภุาคก่อนการเสียรูป 0dV  
หาได้จาก 

0 1 2 3dV dX dX dX  (72) 
และมีขนาดของก้อนอนภุาคหลงัการเสยีรูปเทา่กบั 1 2 3, ,dx dx dx  โดยมีเวคเตอร์ 

Fi idx dX  (73) 
ดงันัน้ปริมาตรของก้อนอนภุาคของวสัดหุลงัการเสยีรูป dV  หาได้จาก 

 1 2 3F F FdV dX dX dX   
  1 2 3dX dX dX  1 2 3F F F    

 
 (74) 

ดงันัน้ 

  0 0det FdV dV J dV   (75) 

จากสมการท่ี (70) เทนเซอร์เกรเดียนต์การเสยีรูป F  ของวสัดทุดสอบท่ีถกูดงึในทิศทางที่ 3 หาได้จากสมการท่ี (9) คือ 

F
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
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 (76) 

แทนสมการท่ี (76) ลงในสมการท่ี (75) จะได้ 

1 2 3 0dV dV    (77) 
สงัเกตวา่ถ้าวสัดมุีสมบตัิที่ไมส่ามารถอดัตวัได้ (Incompressible) 0dV dV  ดงันัน้ 
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1 2 3 det F 1      (78) 
จากนยิามเทนเซอร์ความเครียดควอซี่ (Cauchy strain tensor) ในสมการท่ี (20) 

C UU F F
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 (79) 

ดงันัน้เทนเซอร์การยืดทางขวา U  ของก้อนอนภุาคของวสัดคุือ 

O

 ,x X t

 0,X x X t

 0P t

 0Q t

 P t

 Q t

dx

dX

                  
                           0t

                  
               t

3x

1x

2x

1dX

3dX

2dX

1dx

2dx

3dx

1

3

1

3

 
ภาพที่ 8  แสดงการเสยีรูปของก้อนอนภุาคของวสัดจุากขนาด dX  ที่เวลาอ้างองิคงที่ 0t  ไปเป็นขนาด dx  ที่เวลา t   

               โดยวสัดทุี่ต าแหนง่  0P t -  0Q t  เคลือ่นท่ีไปอยูท่ี่ต าแหนง่  P t -  Q t  ที่ถกูดงึในทิศทางที่  3 
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 (80) 

ในท านองเดียวกนัเทนเซอร์การยืดทางซ้าย V  สามารถหาได้จากสมการที่ (21) และสงัเกตว่าในที่นีเ้ทนเซอร์การยืดทางซ้าย 
V  มีคา่เทา่กบัเทนเซอร์การยืดทางขวา U  และเทนเซอร์การหมนุ R  ของก้อนอนภุาคสามารถหาได้จากสมการท่ี (16) 
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 (81) 

เมื่อ 11R 1   และ 21 31R R 0   ดงันัน้ 

1 11 1 1R R      (82) 
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และมี 

   1 11 1 1R R       (83) 

จากสมการท่ี (82) และ (83) จะเห็นได้ว่า 
1  เป็นเวคเตอร์ที่สามารถเปลี่ยนเทนเซอร์ R  ให้เป็นเวคเตอร์ที่ขนานกบัตวัมนั

เองได้ ดังนัน้เราจะเรียกเวคเตอร์ 
1  ว่าเป็นหนึ่งในแกนหลกั (Eigenvectors) ของเทนเซอร์การหมุน R  และในที่นีม้ี 

11R 1   เป็นหนึ่งในค่าไอเกน (Eigenvalue) ของเทนเซอร์การหมนุ R  ในท านองเดียวกนัเมื่อ 12 32R R 0   ดงันัน้ 

2  เป็นหนึง่ในแกนหลกั (Eigenvectors) ของเทนเซอร์การหมนุ R  และมี 22R 1   เป็นหนึง่ในค่าไอเกน (Eigenvalue) 
ของเทนเซอร์การหมนุ R  และถ้า 13 23R R 0   ดงันัน้ 

3  เป็นหนึง่ในแกนหลกั (Eigenvectors) ของเทนเซอร์การหมนุ 
R  และมี 33R 1  เป็นหนึง่ในคา่ไอเกน (Eigenvalue) ของเทนเซอร์การหมนุ R  โดยสรุปแล้วในที่นีก้้อนอนภุาคของวสัดทุี่
ถูกดึงยืดทิศทางเดียวจะก่อให้เกิดการหมุนของก้อนอนุภาคของวัสดุในแนวแกนทัง้ 3 แนวแกนไปพร้อม ๆ กัน (ดูการหา
คา่ไอเกนและเวคเตอร์ไอเกนเพิ่มเติมได้ในหวัข้อ 2.22 ของ Lai  et al., 2010) 

 
บทสรุป 

ด้วยแนวคิดทางกลศาสตร์ความตอ่เนื่อง (Continuum mechanics) คือเราจะไมม่องสสารในระดบัอะตอมแตจ่ะมองสสาร
ที่เป็นกลุม่ก้อน ดงันัน้การศกึษากระบวนการเสยีรูปของวสัด ุ(เนื่องจากแรงภายนอกมากระท า) จะท าให้เกิดการเสียรูปเชิงเส้น 
(Linear deformation) การเสยีรูปเชิงมมุ (Angular deformation) การเคลือ่นท่ี (Linear translation) และการหมนุ (Rotation) 
ไปพร้อม ๆ กนั ในบทความนีอ้ธิบายถึงการเสียรูปทรงของวสัดทุี่เวลา t  ใด ๆ โดยอ้างอิงกบัรูปทรงที่เวลาเร่ิมต้น 0 0t t   
ในท่ีนีเ้ป็นการสบืหาการเสยีรูปของวสัดไุปข้างหน้าที่เวลาปัจจบุนั t  ใด ๆ ที่ใช้กบัวตัถุแข็งเกร็ง (Rigid body) ของแข็งยืดหยุ่น 
(Elastic solid) วสัดไุฮเปอร์อิลาสติก (Hyperelastic material) หรือวสัดหุนืดยืดหยุน่ (Viscoelastic material) โดยเทนเซอร์เกร
เดียนต์การเสียรูป F  สามารถแยกออกเป็นการเสียรูปจากการยืดทางขวา U  (หรือยืดทางซ้าย V ) และการเสียรูปจากการ
หมุน R  ได้ และได้อธิบายถึงความเครียดลากรางค์และความเครียดออยเลอร์ซึ่งเป็นการนิยามความเครียดของก้อนวัสดุ
เดียวกนัผา่นมมุมองของลากรางค์และออยเลอร์ตามล าดบั ในตอนท้ายของบทความได้มีการพดูถึงอตัราการเสยีรูปของวสัดซุึ่ง
โดยมากจะมีผลกบัวสัดทุี่เป็นของเหลว แต่จะไม่สง่ผลต่อการเสียรูปของวตัถุแข็งเกร็ง โดยเทนเซอร์เกรเดียนต์ความเร็ว v  
สามารถแยกตวัประกอบออกได้เป็นอตัราการเปลีย่นแปลงรูปร่างเชิงมมุ   ซึง่เป็นเทนเซอร์ที่สมมาตรและเทนเซอร์การหมนุวน 

  ซึง่เป็นเทนเซอร์สมมาตรเสมือน 
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