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บทคัดย่อ 
การวิจัยนีเ้ป็นการศึกษาการหาพจน์ต้นก าเนิดความร้อนที่ขึน้กับเวลาของปัญหาผกผันภายใต้เง่ือนไขค่าขอบ 

ไม่เฉพาะที่ โดยใช้ระเบียบวิธีปริพันธ์จ ากัดที่สร้างจากกฎสี่เหลี่ยมคางหมู ร่วมกับระเบียบวิธีผลต่างสืบเนื่องไปข้างหลัง  
ระเบียบวิธีปริพนัธ์จ ากดันีเ้ป็นระเบียบวิธีเชิงตวัเลขที่ใช้เทคนิคการประมาณค่าปริพนัธ์ในการแก้สมการเชิงอนพุนัธ์อนัดบัที่ 𝑛  
โดยการใช้การประมาณค่าด้วยกฎสี่เหลี่ยมคางหมนูี  ้เมทริกซ์ปริพนัธ์ที่ได้จากระเบียบวิธีนีจ้ะเป็นเมทริกซ์เชิงสามเหลี่ยมลา่ง 
ซึง่เป็นข้อดีส าหรับการประยกุต์ใช้ระเบียบวิธีนีเ้พื่อแก้ปัญหาที่ซบัซ้อนตา่งๆ ดงัเช่นปัญหาผกผนั  เนื่องจากปัญหาผกผนันีเ้ป็น
ปัญหาที่มีการตัง้ขึน้อยา่งบกพร่องซึง่เป็นผลให้ผลเฉลยของปัญหานีไ้มม่ีเสถียรภาพ  กลา่วคือ ค่าคลาดเคลื่อนเพียงเล็กน้อยที่
เกิดขึน้ในคา่รับเข้าของระบบเป็นผลท าให้ผลเฉลยเกิดความเคลือ่นอยา่งมาก  ดงันัน้จึงจ าเป็นต้องน ากระบวนการรีกลูาไรเซชนั
มาประยกุต์ใช้เพื่อท าให้ผลเฉลยมีเสถียรภาพมากขึน้ 
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Abstract 
 This research aims to study an identification of a time-dependent heat source function for an inverse 
problem with a non-local boundary condition by using a finite integration method based on combining of 
trapezoid rule and backward differences.  This method is a numerical method using an approximation integration 
technique for solving the 𝑛𝑡ℎ-order differential equation.  By using the trapezoid rule, the integration matrix 
obtained by using this method is a lower triangular matrix which is an advantage of applying this method to solve 
the complicated problem such as inverse problems.  Since the inverse problem is ill-posed which causes to the 
instability solution, i.e. the small perturbations in the input data result in large perturbation in the solution, then the 
regularization is used to solve the ill-pose problem in order to stabilize the solution.   
 

Keywords :  heat equation,  ill-pose problem,  inverse problem,  finite integration method,  regularization 
 
บทน ำ 

ในปัจจุบนั การศึกษาปัญหาผกผนั (inverse problem) เป็นปัญหาที่นกัวิจยัหลายสาขาได้ให้ความสนใจและมีการ
น าไปประยกุต์อย่างกว้างขวาง (Beck et al., 1985; Tikhonov & Arsenin, 1977; Blackwell, 1981; Dehghan, 2001; 
Shamsi & Dehghan, 2010; Tian et al., 2011)  เช่น  กระบวนการหลอ่เย็นในทางวิศวกรรม  พลศาสตร์ของไหลในทาง
การแพทย์  หรือกระบวนการหาความร้อนในทางฟิสิกส์ เป็นต้น  ปัญหาหนึ่งที่ได้รับความสนใจ คือ สมการความร้อน (heat 
equation) ซึ่งเป็นปัญหาผกผนัที่มีความส าคญัเป็นอย่างมากในทางวิทยาศาสตร์ประยุกต์  (Farcas & Lesnic, 2006; 
Hasanov, 2007; Johansson & Lesnic, 2007; Yan et al., 2008; Yang et al., 2010; Xiong et al., 2011; Ismailov & 
Çiçek, 2016)  ดังตวัอย่างของกระบวนการละลาย/กระบวนการหล่อเย็น  ความร้อนของคลื่นไมโครเวฟ  กระบวนการ
เกิดปฏิกิริยาทางเคมี  หรือในงานวิจยัที่เก่ียวข้องกบัสมการความร้อนท่ีไมท่ราบคา่ความร้อนต้นก าเนิด (heat source)   

ส าหรับสมการความร้อนของปัญหาผกผนั มีตวัแปรอยู่สองชนิดคือ ตวัแปรของระบบ (system parameters) และ 
ตวัแปรไม่ทราบค่า (unknown parameters) ในที่นีไ้ด้ให้ความสนใจกบัตวัแปรไม่ทราบค่าของสมการความร้อนที่อาจเป็นได้  
ทัง้ค่าพลงังานความร้อน (heat energy)  ฟลกัซ์ความร้อน (heat flux)  พลงังานความร้อนต้นก าเนิด  ค่าขอบ (boundary 
condition) หรือค่าอนุพนัธ์ต่างๆ ของระบบ เป็นต้น เนื่องจากเมื่อแก้ปัญหาของตวัแปรไม่ทราบค่าได้แล้วเราสามารถน าค่า
เหลา่นีเ้ติมเต็มให้กบัแบบจ าลองของระบบได้   

การแก้ปัญหาผกผนัในหลายๆ งานวิจยัได้ประยกุต์การแก้ปัญหาเชิงตวัเลข ซึง่มีตวัอยา่งเป็นที่รู้จกักนัอยา่งแพร่หลาย 
(Yang, 1999; Dehghan, 2001; Jin & Marin, 2006; Yan et al., 2008; Bin-Mohsin & Lesnic, 2012; Tian et al., 2011; 
Hazanee et al., 2015; Hussein et al., 2017)  เช่น ระเบียบวิธีผลต่างสืบเนื่อง (finite difference method: FDM), ระเบียบวิธี
สมาชิกจ ากดั (finite element method: FEM), ระเบียบวิธีสมาชิกค่าขอบ (boundary element method: BEM), ระเบียบวิธีผลเฉลย
หลกัมลู (method of fundamental solution: MFS) เป็นต้น  จากการศกึษางานวจิยัตา่งๆ ในการประยกุต์การค านวณเชิงตวัเลขกบั
การแก้ปัญหาผกผนั  พบว่าระเบียบวิธีเชิงตวัเลขที่ช่ือว่า ระเบียบวิธีปริพนัธ์จ ากดั (Finite integration method: FIM) เป็น
วิธีการแก้สมการเชิงอนพุนัธ์วิธีใหม่ที่นา่สนใจวิธีหนึง่ ซึง่ระเบียบวิธีนีไ้ด้ถกูน าเสนอเพื่อใช้ในการหาผลเฉลยของสมการเชิงเส้น 
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(ของปัญหาตรง) โดย P. H. Wen และคณะ (Wen et. al., 2013)  และจากการค้นคว้าเก่ียวกบัปัญหาผกผนั พบว่า เมื่อเร็วๆ นี ้
R. Lesmana และคณะ (Lesmana et al., 2017) และ A. Hazanee (Hazanee, 2017) ได้น า FIM ไปประยกุต์ใช้กบัการหา 
ผลเฉลยของปัญหาผกผนัของสมการความร้อนภายใต้เง่ือนไขคา่ขอบนอยมนัน์ (neumann boundary conditions)  
 เพื่อให้สามารถหาผลเฉลยของปัญหาผกผนัได้ เง่ือนไขของฟังชนัรับเข้า (input data/function) จะถกูน ามาพิจารณา
เพิ่มอีกหนึ่งหรือมากกว่าหนึ่งเง่ือนไข เพื่อยืนยนัการมีอยู่ (existence) และการเป็นเอกลกัษณ์ (uniqueness) ของผลเฉลยซึ่ง
เง่ือนไขนีจ้ะถูกเรียกว่าเง่ือนไขครอบคลมุการค านวณ (over-determination condition) หรือเง่ือนไขเพิ่มเติม (additional 
condition)  ในระบบสมการความร้อน เง่ือนไขที่เพิ่มเข้ามามกัเป็นเง่ือนไขที่ได้จากการทดลอง (experimental data) เช่น 
ข้อมลูของพลงังานอุณหภมูิ ณ จุดใดจุดหนึ่ง ( fixed point temperature)  พลงังานความร้อนโดยรวมของระบบ เป็นต้น   
แต่อย่างไรก็ตามปัญหาผกผนัเป็นปัญหาที่มีการตัง้ขึน้อย่างบกพร่อง ( ill-posed, improperly-posed, incorrectly-posed) 
(Petrov & Sizikov, 2005)  ในปี ค.ศ. 2008 S. I. Kabanikhin (Kabanikhin, 2008) ได้จดัท ารายงานเชิงส ารวจ (survey 
paper) เก่ียวกบัปัญหาที่ตัง้ขึน้อยา่งบกพร่อง ซึง่พบวา่การศึกษาเก่ียวกบัปัญหาที่ตัง้ขึน้อย่างบกพร่องเร่ิมต้นในช่วงประมาณ
ต้นศตวรรษที่ 20 โดย J. Hadamard ได้ให้นิยามของปัญหาประเภทนีไ้ว้ตัง้แต่ปี ค.ศ.1902 โดยในบทความของ Kabanikhin 
ได้กล่าวว่า ปัญหาทางคณิตศาสตร์จะถูกเรียกว่าปัญหาที่ตัง้ขึน้อย่างดี (well-posed) ก็ต่อเมื่อผลเฉลยของปัญหานัน้
สอดคล้องกับสมบตัิ 3 ข้อ  ได้แก่  การมีอยู่จริงของผลเฉลย (existence),  การเป็นเอกลษัณ์ของผลเฉลยหรือการมีผลเฉลย
เพียงค่าเดียวเท่านัน้ (uniqueness),  และการมีเสถียรภาพของผลเฉลย (stability)  ซึ่งหากปัญหาทางคณิตศาสตร์ใดที่ไม่
สอดคล้องกบัสมบตัิทัง้ 3 นี ้ปัญหานัน้จะถกูเรียกวา่ ปัญหาที่ตัง้ขึน้อยา่งบกพร่อง 
 จากการศึกษาพบว่า ปัญหาผกผนัส่วนใหญ่เป็นปัญหาที่ตัง้ขึน้อย่างบกพร่องโดยขาดสมบตัิการมีเสถียรภาพของ 
ผลเฉลย การหาผลเฉลยของปัญหาผกผนันัน้ นอกจากเป็นการพิจารณาสมการเชิงอนพุนัธ์ร่วมกบัเง่ือนไขค่าขอบและเง่ือนไข
คา่เร่ิมต้นแล้ว ยงัจะต้องพิจารณาร่วมกบัเง่ือนไขเพิ่มเติมอีกหนึ่งหรือมากกว่าหนึ่งเง่ือนไข ซึ่งการก าหนดเง่ือนไขเพิ่มเติมนีถ้กู
ตัง้ขึน้ภายใต้เง่ือนไขการมีอยู่จริงและการเป็นเอกลกัษณ์ของผลเฉลย   เมื่อเร็วๆ นี ้ Hazanee และคณะ (Hazanee et al., 
2013) ได้ศึกษาการหาผลเฉลยของปัญหาผกผนัที่น่าสนใจปัญหาหนึ่งที่สามารถน าไปประยุกต์เพื่อหาผลเฉลยของปัญหา
ผกผันอื่นได้ (Hazanee & Lesnic, 2014) โดยปัญหาดังกล่าวเป็นการหาตัวแปรไม่ทราบค่าของพจน์ต้นก าเนิด  
𝐹(𝑥, 𝑡) ≔ 𝑟(𝑡)𝑓(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝐷𝑇)  และพลงังานความร้อน 𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶2,1(𝐷𝑇) ∩ 𝐶1,0(𝐷𝑇̅̅ ̅̅ ) เมื่อ 𝐷𝑇 = (0,1) × (0, 𝑇] ของ
สมการความร้อน พร้อมเง่ือนไขตา่งๆ ตอ่ไปนี ้
 

 

{
 
 

 
 
𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 𝑡) =

𝜕𝑢2

𝜕𝑥2
(𝑥, 𝑡) + 𝐹(𝑥, 𝑡),                          0 < 𝑥 < 1, 0 < 𝑡 ≤ 𝑇,

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥),                                                   0 ≤ 𝑥 ≤ 1,                      

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(1, 𝑡),
𝜕𝑢

𝜕𝑥
(0, 𝑡) + 𝛼𝑢(0, 𝑡) = 0,   0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇,                      

∫ 𝑢(𝑥, 𝑡)
1

0
𝑑𝑥 = 𝐸(𝑡),                                           0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇,                      

    (1) 

 
เมื่อ 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑢0(𝑥), 𝐸(𝑡) เป็นฟังก์ชนัที่ก าหนดให้ และ  𝛼 ≠ 0  เป็นค่าคงตวัที่ก าหนดให้  โดย  𝑓(𝑥, 𝑡) แทนฟังก์ชนัสมัประสิทธ์
ความร้อนต้นก าเนิด  𝑢0(𝑥) แทนพลงังานความร้อนเร่ิมต้น และ  𝐸(𝑡) แทนพลงังานความร้อนรวมทัง้ระบบ  ส าหรับปัญหา (1) ถ้า
ระบบทราบค่าของ  𝐹(𝑥, 𝑡)  นัน่คือระบบต้องการทราบเพียงค่าของ  𝑢(𝑥, 𝑡) เท่านัน้ เราจะเรียกปัญหาเช่นนีว้่า ปัญหาตรง (direct 
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problem, forward problem) และส าหรับกรณีที่ฟังก์ชนั  𝐹(𝑥, 𝑡) เป็นตวัแปรไม่ทราบค่า นัน่คือระบบไม่ทราบค่าทัง้  𝑢(𝑥, 𝑡) และ 
 𝐹(𝑥, 𝑡)  เราจะเรียกปัญหาเช่นนีว้่า ปัญหาผกผนั (indirect problem, inverse problem)  จากการศึกษาพบว่าผลเฉลยของปัญหา
ผกผนั (1) เป็นผลเฉลยที่มีอยูจ่ริงและมีเพียงผลเฉลยเดียวเทา่นัน้ (Hazanee et al., 2013) แตย่งัขาดสมบตัิความเสถียร กลา่วคือ เมื่อ
คา่รับเข้าของระบบซึง่อาจหมายถึงผลที่ได้จากการทดลองมีค่าคลาดเคลื่อน (error) ซึ่งสว่นใหญ่มกัเกิดขึน้อย่างหลีกเลี่ยงไม่ได้ และ
คา่คลาดเคลือ่นนีเ้ป็นผลให้ผลเฉลยของระบบลูอ่อก (converge) นัน่คือผลเฉลยที่ได้มีคา่คลาดเคลือ่นเกิดขึน้อยา่งมาก 
 จากปัญหาที่ตัง้ขึน้อยา่งบกพร่องที่ได้กลา่วมาแล้วข้างต้น ปัญหาผกผนัที่ผลเฉลยไม่มีความเสถียรท าให้ค าตอบของ
ปัญหาไม่มีความแม่นย า  ดงันัน้จึงต้องใช้กระบวนการรีกูลาไรเซชัน (regularization) ท าให้สามารถหาผลเฉลยได้ภายใต้
เง่ือนไขที่ก าหนด  และในการวิจยันีเ้ราสนใจกระบวนการรีกลูาไรเซชนัของทิคอนอฟ (Tikhonof’s regularization) ซึง่เป็นการใช้
เทคนิคการหาค ่าต ่าสดุ (minimization) ของฟังก์ชนัเป้าหมาย (objective function) ที่ได้จากกระบวนการก าลงัสองน้อยสดุ 
เชิงเส้น (linear least-square) ของระบบท่ีสนใจ  โดยจะต้องเลือกค่าพารามิเตอร์รีกูลาร์ไรเซชนั (regularization parameter) 
ที่เหมาะสมกับปัญหานัน้ๆ  ซึ่งค่าพารามิเตอร์นีม้ีความส าคญัอย่างมากในการหาค่าผลเฉลยเพื่อให้มีความเสถียรและความ
แมน่ย า  ทัง้นีใ้นการค านวณหาคา่พารามิเตอร์รีกูลาไรเซชนันีส้ามารถค านวณได้ด้วยวิธีต่างๆ เช่น วิธีของเส้นโค้ง L (L-curve 
criterion) (Hansen, 2001), หลกัวิธีความแตกต่าง (discrepancy principle) (Morozov, 1966),  GCV (Yan et al., 2008) 
เป็นต้น แต่เนื่องด้วยการวิจยันีม้ีเป้าหมายหนึ่งคือการน า FIM ใช้ในการหาผลเฉลยของปัญหาผกผนั ดงันัน้ส าหรับงานวิจยันี ้
เราจะใช้วิธีการลองผิดลองถกู (trial and error) ในการหาคา่พารามิเตอร์รีกลูาไรเซชนัที่เหมาะสม 

จากการศกึษางานวิจยัตา่งๆ ที่เก่ียวข้องกบัแก้ปัญหาผกผนัของสมการความร้อน พบวา่มีเพียงสองงานวิจยัเทา่นัน้ที่น า 
FIM ไปประยุกต์ใช้ในการหาผลเฉลยของปัญหาผกผนัที่ไม่ทราบค่าพจน์ต้นก าเนิด  โดยงานวิจยัของ Lesmana และคณะ 
(Lesmana et al, 2017) ประยกุต์ใช้ FIM ร่วมกบัระเบียบวิธีเชิงตวัเลขโดยตรง (the direct numerical method) ซึ่งระเบียบวิธี
นีเ้ป็นเทคนิคหนึ่งในการหาผลเฉลยของปัญหาผกผนั (Xiangtuan et al., 2010) และงานวิจยัของ  A. Hazanee (Hazanee, 
2017) เป็นการน า FIM มาประยกุต์ใช้ร่วมกบักระบวนการรีกูลาไรเซชนัของทิคอนอฟ  แต่อย่างไรก็ตาม งานวิจยัทัง้สองเป็น
การศึกษาปัญหาผกผนัภายใต้เง่ือนไขค่าขอบนอยมนัน์  ในขณะที่ปัญหาผกผนั (1) สนใจศึกษาปัญหาผกผนัภายใต้เง่ือนไข 
ค่าขอบไม่เฉพาะที่ (nonlocal boundary condition) คือ 𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(1, 𝑡), 𝜕𝑢

𝜕𝑥
(0, 𝑡) + 𝛼𝑢(0, 𝑡) = 0, 𝛼 > 0 ซึ่งมกัพบใน

ปัญหาความร้อนชีวภาพ (bioheat equation) (Hazanee & Lesnic, 2014) 
การน า FIM มาประยกุต์ใช้ร่วมกับปัญหาผกผนั เกิดขึน้จากการศึกษางานวิจยัของ P. H. Wen และคณะ (Wen               

et. al., 2013) ซึ่งเป็นการศึกษาการประยกุต์ระเบียบวิธีการประมาณค่าปริพนัธ์ เพื่อใช้ในการแก้ปัญหาตรงของสมการเชิง
อนพุนัธ์  การหาผลเฉลยของสมการเชิงอนพุนัธ์สามญัอนัดบัที่ 𝑛 ด้วย FIM มีข้อดีคือพิจารณาการสร้างเมทริกซ์ปริพนัธ์อนัดบั       
ที่หนึ่งเพียงเมทริกซ์เดียวเท่านัน้ แต่สามารถน ามาประยกุต์เพื่อหาผลเฉลยของสมการเชิงอนพุนัธ์สามญัอนัดบัที่ 𝑛 ได้ ท าให้
สามารถหลีกเลี่ยงความยุ่งยากของการหาผลเฉลยของอนุพนัธ์อนัดบัต่างๆ  และเมทริกซ์ปริพนัธ์อนัดบัที่หนึ่งนีเ้ป็นเมทริกซ์         
ที่ไมข่ึน้กบัฟังก์ชนัจึงสามารถน ามาประมาณค่าปริพนัธ์ของฟังก์ชนัใดๆ ได้ โดยไม่จ าเป็นต้องเร่ิมต้นพิจารณาจากการปริพนัธ์
ของฟังก์ชนันัน้ๆ  ทัง้นี ้FIM ยงัสามารถน ามาประยกุต์เพื่อหาผลเฉลยของสมการเชิงอนพุนัธ์ย่อยได้อีกด้วย  ในงานวิจยัของ 
P.H. Wen และคณะ ยงัได้น าเสนอการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนพุนัธ์สามญัและสมการเชิงอนพุนัธ์ย่อยที่ขึน้กบัเวลาใน
หนึ่งมิติ โดยน าเทคนิคการแปลงลาปลาซ (Laplace transform) มาประยกุต์ใช้ในขัน้ตอนการค านวณเชิงเวลา ในขณะที่ A. 
Hazanee (Hazanee, 2018) น าระเบียบวิธีผลต่างสืบเนื่องไปข้างหน้า (forward difference method) มาประยุกต์ใช้ใน
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ขัน้ตอนการค านวณเชิงเวลา  ส าหรับการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนพุนัธ์ยอ่ยสองมิติด้วย FIM ได้มีการศกึษาโดย M. Li และ
คณะ (Li et al., 2015)  การหาผลเฉลยของสมการเชิงอนพุนัธ์ด้วยระเบียบวิธี FIM ทัง้สามบทความดงัที่ได้กลา่วมาแล้วนัน้ 
เป็นการศกึษาการใช้ฟังก์ชนัในการสร้างเมทริกซ์ปริพนัธ์ 2 แบบคือ การน าวิธีการประมาณค่าปริพนัธ์เชิงเส้น (ordinary linear 
approximation approach : OLA) ที่ใช้กฏสี่เหลี่ยมคางหม ู(trapezoid rule) และอีกแบบคือการประยกุต์ใช้ฟังก์ชนัฐาน
หลกัเรเดียล (radial basis function : RBF)  ในปี ค.ศ.2016 M. Li และคณะ (Li et al., 2016) ได้พฒันาวิธีการประมาณค่า
ปริพนัธ์โดยการน ากฏของซิมป์สนั (Simpson’s rule), การปริพนัธ์ของนิวตนั-โคตส์ (Newton-Cotes integral) และการ
ประมาณคา่ในช่วงลากรานจ์ (Lagrange interpolation) มาประยกุต์รวมกนัเพื่อสร้างเมทริกซ์ปริพนัธ์  ถึงแม้วา่เมทริกซ์ปริพนัธ์
สามารถสร้างได้หลายวิธีแตจ่ากการศกึษาพบวา่การสร้างเมทริกซ์ปริพนัธ์ด้วยวิธี OLA เป็นวิธีทีไ่ม่ซบัซ้อนและเมทริกซ์ปริพนัธ์
ที่ได้เป็นเมทริกซ์เชิงสามเหลี่ยมล่าง ซึ่งท าให้มีความง่ายในการน ามาประยุกต์ใช้ในการหาผลเฉลยของปัญหาของสมการ 
เชิงอนุพันธ์ และให้ค่าความคลาดเคลื่อนไม่ต่างแตกต่างกันมากเมื่อเทียบกับวิธีการประมาณค่าปริพันธ์วิธีอื่นๆ  ดังนัน้ 
FIM(OLA) จึงเป็นระเบียบวิธีที่นา่สนใจในการประยกุต์ใช้แก้ปัญหาต่างๆที่มีขัน้ตอนซบัซ้อนโดยเฉพาะอย่างยิ่งส าหรับปัญหา
ผกผนัซึง่เป็นปัญหาที่มีคา่ไมท่ราบมากกวา่หนึ่งคา่  และจากการศกึษาเบือ้งต้นพบวา่ การน า FIM(OLA) มาประยกุต์ใช้ร่วมกบั
ระเบียบวิธีผลต่างสืบเนื่องไปข้างหน้าดงัที่น าเสนอใน A. Hazanee (2018) อาจท าให้ได้ระบบสมการเชิงเส้นที่เมทริกซ์
สมัประสิทธ์ิมีค่าก าหนด (determinant) เป็นศนูย์  เนื่องจากสมาชิกในแถวแรกของเมทริกซ์ปริพนัธ์เป็นศนูย์หมด  แต่หากน า 
FIM(OLA) มาประยกุต์ใช้ร่วมกบัระเบียบวิธีผลต่างสืบเนื่องไปข้างหลงั (backward difference method) ดงัที่น าเสนอใน A. 
Hazanee (2017) ท าให้สามารถหลกีเลีย่งการเกิดเมทริกซ์เอกฐานของเมทริกซ์สมัประสทิธ์ิได้ 

งานวิจัยนี ้น าเสนอการน าระเบียบวิธีปริพันธ์จ ากัดที่สร้างจากกฏสี่เหลี่ยมคางหมูพร้อมด้วยระเบียบวิธีผลต่าง
สืบเนื่องไปข้างหลงัมาแก้ปัญหาผกผนั (1) ซึ่งเป็นปัญหาของสมการความร้อนที่ไม่ทราบค่าพจน์ต้นก าเนิดภายใต้เง่ือนไข 
ค่าขอบไม่เฉพาะที่  จากการศึกษาการแก้ปัญหาผกผนัและ FIM  พบว่ายังไม่มีงานวิจัยใดที่น า FIM มาประยุกต์ใช้เพื่อ
แก้ปัญหาผกผนัภายใต้เง่ือนไขค่าขอบไม่เฉพาะที่  ดังนัน้งานวิจัยนีจ้ึงมีเป้าหมายคือการน า FIM มาประยุกต์ใช้ในการ
แก้ปัญหาผกผนั (1) ร่วมกบักระบวนการรีกลูาไรเซชนัเพื่อให้ได้ผลเฉลยที่มีความเสถียรและแมน่ย าขึน้ตามเง่ือนไขที่ก าหนด 
 
งำนวิจัยที่เกี่ยวข้อง 
 งานวิจยันีส้นใจการหาผลเฉลยของปัญหาผกผนั (1) ด้วยการประยกุต์ใช้ FIM ร่วมกบักระบวนการรีกลูาไรเซชนั  FIM 
ถือว่าเป็นระเบียบวิธีใหม่ที่เพิ่งถกูน ามาประยกุต์ใช้ในการแก้สมการเชิงอนุพนัธ์ (Wen et al., 2013, Li et al., 2015 & 
Hazanee, 2018) ดงันัน้ในหวัข้อนีจ้ึงเป็นการน าเสนอการสร้างเมทริกซ์ปริพนัธ์ ซึ่งเป็นเมทริกซ์หลกัส าคญัในการพิจารณา
ปัญหาตรงด้วย FIM ทัง้นีเ้พื่อให้ง่ายตอ่การศกึษาการน า FIM มาประยกุต์ใช้กบัปัญหาผกผนั 

ในการศึกษา FIM จะเร่ิมพิจารณาจากการสร้างเมทริกซ์ปริพนัธ์ที่ได้จากการน าระเบียบวิธีปริพนัธ์เชิงตวัเลขมา
ประยกุต์ใช้  โดยระเบียบวิธีปริพนัธ์เชิงตวัเลขที่น ามาประยกุต์ใช้ในการศึกษานีค้ือ กฏสี่เหลี่ยมคางหมู ซึ่งจะน ามาใช้ในการ
ประมาณค่าปริพันธ์ของฟังก์ชัน 𝑢(𝑥) เมื่อ 𝑥 ∈ {𝑎 = 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑁 = 𝑏} โดยแบ่งเป็น 𝑁 ช่วงเท่าๆ กัน  ดังนัน้การ
ประมาณคา่ปริพนัธ์เชิงตวัเลข คือ ∫ 𝑢(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥 = ∆𝑥 (

𝑢0

2
+ 𝑢1 + 𝑢2 +⋯+ 𝑢𝑁−1 +

𝑢𝑁

2
) เมื่อ ∆𝑥 = 𝑏−𝑎

𝑁
 และ 𝑢𝑖 = 𝑢(𝑥𝑖) 

พิจารณาการประมาณคา่ปริพนัธ์จ ากดัเขตจากจดุ 𝑎 ถึงจดุ 𝑥 ใดๆ เมื่อ 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]; 𝑈(1)(𝑥) = ∫ 𝑢()
𝑥

𝑎
𝑑  โดยการ

ประมาณคา่ปริพนัธ์เชิงตวัเลขท าให้ได้การประมาณคา่ปริพนัธ์จ ากดัเขตจากจดุ 𝑎 ถึงจดุ 𝑥𝑘 เมื่อ 𝑘 ∈ {0,1,2, … , 𝑁} ดงันี ้
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 𝑈(1)(𝑥𝑘) = ∫ 𝑢()

𝑥𝑘
𝑎

𝑑 = ∆𝑥 (
𝑢0

2
+ 𝑢1 + 𝑢2 +⋯+ 𝑢𝑘−1 +

𝑢𝑘

2
)    (2) 

 

หรือเขียนให้อยู่ในรูปทั่วไปได้ คือ  𝑈(1)(𝑥𝑘) = ∑ 𝑎𝑘𝑖
(1)
𝑢𝑖

𝑘
𝑖=0  เมื่อ 𝑎0𝑖

(1)
= 0 และ 𝑎𝑘𝑖

(1)
= {

∆𝑥

2
;   𝑖 = 0, 𝑘                     

∆𝑥;   𝑖 = 1,2,3, … , 𝑘 − 1
  

ดงันัน้จะได้การประมาณคา่ปริพนัธ์ในรูปของสมการเมทริกซ์ คือ 
 

𝑈(1) = 𝐴(1)𝑢          (3) 
 

เมื่อ  𝑈(1) = [∫ 𝑢()
𝑥0
𝑎

𝑑, ∫ 𝑢()
𝑥1
𝑎

𝑑, ∫ 𝑢()
𝑥2
𝑎

𝑑, … , ∫ 𝑢()
𝑥𝑁
𝑎

𝑑]
𝑇
, 𝑢 = [𝑢(𝑥0), 𝑢(, 𝑥1), 𝑢(𝑥2), … , 𝑢(𝑥𝑁)]

𝑇   

และ  (1)

( 1) ( 1)

0 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0
2 2

1 11 0 0 0
2 2

1 11 1 0 0
2 2

... ... ... ... ... ..

1 11 1 ... 1
2 2 N N

A x

 

โดยเรียกเมทริกซ์  𝐴(1) วา่เมทริกซ์ปริพนัธ์อนัดบัทีห่นึง่

  
ในท านองเดียวกัน พิจารณาการประมาณค่าปริพันธ์ 𝑛 ชัน้จ ากัดเขตจากจุด 𝑎 ถึงจุด 𝑥 ใดๆ เมื่อ  𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]; 

𝑈(𝑛)(𝑥) = ∫ ∫ ⋯∫ 𝑢()
1
𝑎

𝑛−1
𝑎

𝑑⋯
𝑥

𝑎
𝑑

𝑛−2
𝑑

𝑛−1
 โดยการประมาณค่าปริพนัธ์เชิงตวัเลขท าให้ได้การประมาณค่าปริพนัธ์

จ ากดัเขตจากจดุ 𝑎 ถึงจดุ 𝑥𝑘  ดงันี ้
 
 𝑈(𝑛)(𝑥𝑘) = ∫ ∫ ⋯∫ 𝑢()

1
𝑎

𝑛−1
𝑎

𝑑⋯
𝑥𝑘
𝑎

𝑑
𝑛−2
𝑑

𝑛−1
= ∑ 𝑎𝑘𝑖

(𝑛)
𝑢𝑖

𝑘
𝑖=0     (4) 

 
การประมาณค่าปริพนัธ์ 𝑛 ชัน้ข้างต้น สามารถค านวณได้จากผลคณูของปริพนัธ์อนัดบัที่หนึ่งจ านวน 𝑛 ครัง้ (Wen et al., 
2013, Li et al., 2015 & Hazanee, 2018)  นัน่คือ   𝐴(1) = 𝐴(1) ∙ 𝐴(1) ∙ 𝐴(1) ∙ … ∙ 𝐴(1)⏟                

𝑛 ครัง้

  เมื่อก าหนด 𝐴(1) = 𝐴  จะได้ 

𝐴(𝑛) = 𝐴𝑛  ดงันัน้การประมาณคา่ปริพนัธ์ 𝑛 ชัน้ใดๆ ในรูปของสมการเมทริกซ์สามารถเขียนได้ ดงันี ้ 
 

𝑈(𝑛)(𝑥𝑘) = 𝐴
(1)𝑢 = 𝐴𝑛𝑢         (5) 

 
จากกระบวนการสร้างเมทริกซ์ปริพนัธ์ 𝐴(𝑛) ที่ได้กลา่วไปแล้วนัน้ ท าให้ได้เมทริกซ์ปริพนัธ์ที่เป็นเมทริกซ์เชิงสามเหลี่ยมลา่งซึ่ง
ถือเป็นข้อดีของการน า FIM(OLA) ไปใช้ในการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนพุนัธ์อนัดบัท่ี 𝑛    
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วิธีด ำเนินกำรวิจัย 
การศกึษานี ้เราสนใจการหาผลเฉลยของปัญหาผกผนัด้วยการประยกุต์ FIM ร่วมกบัระเบียบวิธีผลตา่งสบืเนื่องไปข้าง

หลงั  พิจารณาสมการความร้อนในปัญหา (1) ดงันี ้
 

 
𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 𝑡) =

𝜕𝑢2

𝜕𝑥2
(𝑥, 𝑡) + 𝑟(𝑡)𝑓(𝑥, 𝑡),   0 < 𝑥 < 1, 0 < 𝑡 ≤ 𝑇      (6) 

 
ในที่ นี  ้ ก าหนดใ ห้  𝑇 > 0 และแบ่งป ริภูมิ  𝑥 เ ป็น  𝑁 ช่ ว งย่อย  และ  เ วลา  𝑡 เ ป็น  𝑀 ช่ ว งย่อย เท่าๆ  กัน  โดยที่  
𝑥 ∈ {0 = 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑁 = 1}, 𝑡 ∈ {0 = 𝑡0, 𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑀 = 𝑇} ดังนัน้  เราจะประมาณค่าพลังงานความร้อนด้วย  
𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑥𝑖 , 𝑡𝑗) = 𝑢𝑗

𝑖 
พิจารณาสมการความร้อน (6) โดยการประมาณค่าอนพุนัธ์ที่ขึน้กบัเวลาด้วยระเบียบวิธีผลต่างสืบเนื่องไปข้างหลงั 

นัน่คือ 𝜕𝑢
𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡𝑗) =

1

𝜅
(𝑢𝑗(𝑥) − 𝑢𝑗−1(𝑥)) เมื่อ 𝜅 = 𝑇

𝑀
 และ 𝑗 ∈ {1,2,3, … ,𝑀}  โดยการประมาณค่าฟังก์ชนัที่ขึน้กบัเวลาท า

ให้ได้สมการ ODE ดงันี ้
 

 1

𝜅
𝑢𝑗(𝑥) −

1

𝜅
𝑢𝑗−1(𝑥) =

𝑑2𝑢𝑗

𝜕𝑥2
(𝑥) + 𝑟𝑗𝑓𝑗(𝑥),         (7) 

 
เมื่อ 𝑢𝑗(𝑥) ≔ 𝑢(𝑥, 𝑡𝑗), 𝑟

𝑗𝑓𝑗 ≔ 𝑟(𝑡𝑗)𝑓(𝑥, 𝑡𝑗)  ด าเนินการปริพนัธ์ 2 ชัน้เทียบกบั 𝑥 ตลอดสมการ (7) จะได้การค านวณแบบ
ไมต่อ่เนื่อง ดงันี ้
 
 1

𝜅
𝐴2𝑢𝑗 − 𝑢𝑗 =

1

𝜅
𝐴2𝑢𝑗−1 + 𝑟𝑗𝐴2𝑓𝑗 + 𝑐0𝑥 + 𝑐1𝑖,        (8) 

 
เมื่อ  𝑢𝑗 = [𝑢0𝑗 , 𝑢1𝑗 , 𝑢2𝑗 , … , 𝑢𝑁𝑗 ]𝑇 , 𝑓𝑗 = [𝑓0𝑗 , 𝑓1𝑗 , 𝑓2𝑗, … , 𝑓𝑁𝑗]𝑇 , 𝑥 = [𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑁]𝑇 , 𝑖 = [1,1,1, … ,1]𝑇 และ 𝑐0, 𝑐1 เป็น
คา่คงที่ท่ีได้จากการปริพนัธ์   
 ตอ่ไปเป็นการพิจารณาเง่ือนไขคา่ขอบของปัญหา จาก 𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(1, 𝑡) ได้วา่ 𝑢0𝑗 = 𝑢𝑁𝑗  นัน่คือ  
 
 𝑢0

𝑗
− 𝑢𝑁

𝑗
= 0           (9) 

 
และเง่ือนไขค่าขอบ 𝜕𝑢

𝜕𝑥
(0, 𝑡) + 𝛼𝑢(0, 𝑡) = 0 ด าเนินการปริพนัธ์เทียบกบั 𝑥 ตลอดสมการ (7) และพิจารณาที่ 𝑥 = 0 (𝑥𝑘 ที่ 

𝑘 = 0)  จะได้วา่ 
 

 1

𝜅
∑ 𝑎0𝑖

(1)
𝑢𝑖
𝑗0

𝑖=0 −
𝑑𝑢𝑗

𝑑𝑥
|
𝑥=0

=
1

𝜅
∑ 𝑎0𝑖

(1)𝑢𝑖
𝑗−10

𝑖=0 + 𝑟𝑗 ∑ 𝑎0𝑖
(1)𝑓𝑖

𝑗0
𝑖=0 + 𝑐0,    (10) 
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เนื่องจาก 𝑎0𝑖
(1) = 0  จะได้ว่า –𝑑𝑢

𝑗

𝑑𝑥
|
𝑥=0

= 𝑐0  ดงันัน้ สามารถค านวณ 𝑐0 ได้จากเง่ือนไขค่าขอบ คือ 𝑐0 = −(𝑑𝑢
𝑗

𝑑𝑥
|
𝑥=0

) 

= −(−𝛼𝑢(0, 𝑡𝑗)) = 𝛼𝑢(1, 𝑡𝑗) = 𝛼𝑢𝑁
𝑗  นัน่คือ 

 
 𝛼𝑢𝑁

𝑗
− 𝑐0 = 0          (11) 

 
จากสมการ (8), (9) และ (11) จะได้ ระบบสมการเชิงเส้น  𝑁 + 3 สมการ 𝑁 + 3 ตวัแปร ดงันี ้
 

2 1 2121

0

1

1 0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

j j jj A u r A fA I x i u

c

c

     (12) 

 
ส าหรับปัญหาตรง เราสามารถหาผลเฉลยได้โดยการน าเง่ือนไขเร่ิมต้นของปัญหา 𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥) ซึ่งเมื่อ 𝑗 = 1 

เราสามารถประมาณ 𝑢0 = 𝑢0 = [𝑢0(𝑥1), 𝑢0(𝑥2), … , 𝑢0(𝑥𝑁)]𝑇 เพื่อค านวณหา 𝑢1 (𝑢𝑗 เมื่อ 𝑗 = 1) จากนัน้จึงพิจารณาการ
ค านวณหาค่า 𝑢2, 𝑢3, … 𝑢𝑀 โดยก าหนด 𝑗 = 2,3, … ,𝑀 ตามล าดบั  นัน่คือ สามารถค านวณหาค่า 𝑢𝑀 ที่เป็นผลเฉลยของ
ปัญหาตรงนีไ้ด้  กระบวนการค านวณคา่ซ า้ๆ เช่นนีเ้รียกวา่ กระบวนการท าซ า้ (iterative method) 
 ส าหรับปัญหาผกผนั เราจะพิจารณาเง่ือนไขเพิ่มเติมของปัญหา ∫ 𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

1

0
= 𝐸(𝑡) ที่เป็นฟังก์ชนัพลงังานความ

ร้อนรวมทัง้ระบบ ร่วมกับระบบสมการ (12) โดยพิจารณาฟังก์ชัน 𝐸(𝑡) ด้วย ∫ 𝑢(𝑥, 𝑡𝑗)𝑑𝑥
1

0
= ∫ 𝑢𝑗(𝑥)𝑑𝑥

1

0
= 𝐸(𝑡𝑗) =: 𝐸

𝑗  
ซึง่สามารถแปลงเป็นการค านวณแบบไมต่อ่เนื่องได้ ดงันี ้
 
 ∑ 𝑎𝑁𝑖

(1)𝑢𝑖
𝑗
= 𝐸𝑗𝑁

𝑖=0           (13) 
 
เมื่อ 𝑢𝑖𝑗 ได้จากการแก้ระบบสมการเชิงเส้น (12) ด้วยการก าหนดพจน์ไม่ทราบค่าด้วย 𝑟𝑗 = 𝑟0𝑗 ≔ 𝑟0(𝑡𝑗) เมื่อ 𝑟0(𝑡𝑗) เป็นค่า
เร่ิมต้น (initial guess) ของ 𝑟(𝑡𝑗) ซึง่เป็นพจน์ที่ต้องก าหนด  ผลเฉลย 𝑟(𝑡) และ 𝑢(𝑥, 𝑡) ของปัญหาผกผนั (1) สามารถค านวณ
ได้จากการใช้เทคนิคการหาคา่ต ่าสดุ (minimization) ส าหรับกระบวนการรีกลูาไรเซชนัของทิคอนอฟด้วยฟังก์ชนัเป้าหมาย ดงันี ้ 
 

 𝛤 ≔ ∑ [∑ 𝑎𝑁𝑖
(1)𝑢𝑖

𝑗
− 𝐸𝑗𝑁

𝑖=0 ]
2

𝑀
𝑗=1 + 𝜆∑ [

𝑇

𝑀
(𝑟𝑗 − 𝑟𝑗−1)]

2
𝑀
𝑗=1      (14) 

 
เมื่อ 𝜆 เป็นพารามิเตอร์ของกระบวนการรีกลูาไรเซชนัท่ีต้องก าหนดเพื่อการค านวณและ 𝜆 > 0 โดยพจน์ ∑ [∑ 𝑎𝑁𝑖

(1)
𝑢𝑖
𝑗
−𝑁

𝑖=0
𝑀
𝑗=1

𝐸𝑗]
2 เป็นสว่นตกค้างที่ได้จาก (14) และพจน์ 𝜆 ∑ [

𝑇

𝑀
(𝑟𝑗 − 𝑟𝑗−1)]

2
𝑀
𝑗=1  จะถกูเรียกวา่พจน์รีกลูาไรเซชนัท่ีพิจารณาจากอนพุนัธ์

อนัดับที่หนึ่งของตวัแปรไม่ทราบค่า  เราจะเรียกกระบวนการรีกูลาไรเซชันที่มีพจน์รีกูลาไรเซชันเช่นนีว้่า กระบวนการรี 
กูลาไรเซชนัอนัดบัที่หนึ่ง (the first-order regularization) (Farcas & Lesnic, 2006)  กระบวนการรีกูลาไรเซชนัจะขึน้อยู่กบั
การเลอืกคา่ 𝜆 ซึง่มีวิธีการเลอืกต่างๆ มากมายดงัที่กลา่วมาแล้วในบทน า  แตใ่นการวิจยันี ้เรามีวตัถปุระสงค์เพื่อทดสอบการใช้ 
FIM(OLA) ร่วมกับระเบียบวิธีผลต่างสืบเนื่องไปข้างหลงัเพื่อแก้ปัญหาผกผนั  ดงันัน้ในทีนีจ้ะใช้วิธีการลองผิดลองถกูในการ
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ก าหนดค่า 𝜆  เราสามารถสงัเกตได้ว่า ถ้า 𝜆 = 0 แล้วฟังก์ชนัเป้าหมาย (14) จะเป็นการพิจารณาค่าน้อยสดุของสว่นตกค้าง 
|∑ 𝑎𝑁𝑖

(1)𝑢𝑖
𝑗
− 𝐸𝑗𝑁

𝑖=0 |  ของ (13)  นัน่คือ การก าหนด 𝜆 = 0  เป็นการละการพิจารณาพจน์รีกูลาไรเซชนั หรือกลา่วได้ว่าเป็นการ
ไม่น ากระบวนการรีกูลาไรเซชันมาพิจารณานั่นเอง  ส าหรับการวิจัยนี ้เราจะใช้กล่องเคร่ืองมือในโปรแกรม MATLAB ช่ือ 
fminunc ส าหรับการแก้ปัญหาคา่น้อยสดุของฟังก์ชนัวตัถปุระสงค์ (14) เคร่ืองมือนีเ้ป็นการประมาณคา่ต า่สดุของฟังก์ชนัหลาย
ตวัแปรที่ไมถ่กูควบคมุ (unconstrain) 
 
ผลกำรวิจัยและวิจำรณ์ผล  
 ในหวัข้อนี ้เราจะศึกษาการหาผลเฉลยของปัญหาผกผนั (1) โดยใช้ FIM ร่วมกับกระบวนการรีกูลาไรเซชันของ 
ทิคอนอฟ  ตวัอย่างเชิงตวัเลขที่น ามาศึกษานีไ้ด้จากตวัอย่างเชิงตวัเลขของการวิจยัของ A. Hazanee และคณะ (Hazanee et 
al., 2013) ซึ่งได้ศึกษาการหาผลเฉลยของปัญหาผกผนั (1) ด้วย BEM  ในที่นี ้เราจะทดสอบความแม่นย าของผลเฉลยของ
ปัญหาด้วยรากที่สองของคา่คลาดเคลือ่นก าลงัสอง (root mean square error: RMSE) ดงันี ้
 

 RMSE(𝑟) = √𝑇

𝑀
∑ (𝐸𝑥𝑎𝑐𝑡(𝑡𝑖)  − 𝐴𝑝𝑝𝑟𝑜𝑥(𝑡𝑖))

2 
𝑖 , RMSE(𝑢) = √1

𝑁
∑ (𝐸𝑥𝑎𝑐𝑡(𝑥𝑖)  − 𝐴𝑝𝑝𝑟𝑜𝑥(𝑥𝑖))

2 
𝑖  (15) 

 
เมื่อ 𝐸𝑥𝑎𝑐𝑡(𝑡𝑖), 𝐸𝑥𝑎𝑐𝑡(𝑥𝑖) แทนคา่จริงของระบบ และ 𝐴𝑝𝑝𝑟𝑜𝑥(𝑡𝑖), 𝐴𝑝𝑝𝑟𝑜𝑥(𝑥𝑖) แทนคา่ประมาณของระบบ 

พิจารณาการหาผลเฉลยของปัญหาผกผนั (1) ด้วยการก าหนดฟังก์ชนัตา่งๆ ดงันี ้
 

 𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0 = 1 + 𝑥 − 𝑥
2, 𝑓(𝑥, 𝑡) = (3 + 𝑥 − 𝑥2)𝑒−𝑡 , ∫ 𝑢(𝑥, 𝑡)

1

0
𝑑𝑥 = 𝐸(𝑡) =

7𝑒𝑡

6
  (16) 

 
และก าหนดฟังก์ชนัคา่จริง คือ 
 
 𝑢(𝑥, 𝑡) = (1 + 𝑥 − 𝑥2)𝑒𝑡 , 𝑟(𝑡) = 𝑒2𝑡       (17) 
 
เราเร่ิมต้นพิจารณาปัญหานีด้้วยการศึกษาปัญหาตรงหรือศึกษาการหาผลเฉลยของปัญหาผกผันด้วยการก าหนด 𝜆 = 0   
ผลการทดสอบปัญหาเบือ้งต้นนีไ้ด้เมื่อก าหนด 𝑀,𝑁 ∈ {20,40,60,80,100} ได้คา่คลาดเคลือ่น RMSE แสดงดงัตารางที่ 1  
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ตารางที่ 1  แสดงคา่ RMSE ของ 𝑢(𝑥, 1) ส าหรับปัญหาตรง เมื่อก าหนด 𝑀,𝑁 ∈ {20,40,60,80,100} 

𝑀 20 40 60 80 100 

𝑁 20 40 60 80 100 
RMSE(𝑢) 2.685E-2 1.356E-2 9.070E-3 6.813E-3 5.456E-3 

𝑀 20 40 60 80 100 

𝑁 100 100 100 100 100 
RMSE(𝑢) 2.701E-2 1.359E-2 9.079E-3 6.816E-3 5.456E-3 

𝑀 100 100 100 100 100 
𝑁 20 40 60 80 100 

RMSE(𝑢) 5.425E-3 5.445E-3 5.451E-3 5.455E-3 5.456E-3 
 
จากตารางที่ 1  พบวา่การก าหนด 𝑀 = 100 และ 𝑁 = 20 เป็นการก าหนดที่เหมาะสมสดุ  ดงันัน้ในการพิจารณาปัญหาผกผนั
นี ้ เราจะก าหนด 𝑀 = 100, 𝑁 = 20 และคา่เร่ิมต้น  𝑟0 = 0  
 

  
ภาพที่ 1  แสดงผลเฉลย 𝑟(𝑡) และ 𝑢(𝑥, 1) เมื่อก าหนด 𝑀 = 100, 𝑁 = 20, 𝑟0 = 0, 𝑝 = 0% และ 𝜆 ∈ {0, 10−5} 
 
 จากการพิจารณาคา่เหมาะสดุของฟังก์ชนัเป้าหมาย (14) เมื่อก าหนด 𝜆 = 0  ได้ผลลพัธ์ 𝑟(𝑡) และ 𝑢(𝑥, 1) แสดงดงั
ภาพที่ 1 ด้วยเส้น ()  ซึ่งจะเห็นได้ว่า ผลลพัธ์ 𝑟(𝑡) ในช่วง 0 < 𝑡 < 0.8 ลูเ่ข้าสูค่่าจริง  แต่ในช่วงเวลาเร่ิมต้น (𝑡 ≈ 0) 
และช่วงท้าย (0.8 < 𝑡 < 1)  พบว่า ผลลพัธ์ที่ได้ลู่ออก  ค่าคลาดเคลื่อน RMSE ของผลลพัธ์นีแ้สดงดังตารางที่ 2 คือ 
RMSE(𝑟) = 2.347E-1  ดงันัน้ เพื่อให้ได้ผลลพัธ์ลู่เข้าสู่ค่าจริงตลอดช่วงเวลา 0 ≤ 𝑡 ≤ 1  เราจึงน าพจน์รีกูลาไรเซชันมา
พิจารณา (𝜆 ≠ 0)  โดยใช้วิธีการลองผิดลองถกูหาพารามิเตอร์รีกลูาไรเซชนัที่เหมาะสมเมื่อ 𝜆 ∈ {10−9, 10−8, … , 10−2}  และ
พบว่าการพิจาณาด้วย 𝜆 = 10−7 ให้ผลการลู่เข้าที่ดีที่สดุ ดงัแสดงในภาพที่ 1 ด้วยเส้น (○○○○○) และมีค่าคลาดเคลื่อน 
RMSE(𝑟) = 2.784E-2  ส าหรับการค านวณคา่อณุหภมูิ 𝑢(𝑥, 1) จากผลลพัธ์ 𝑟(𝑡) ที่ได้จากการค านวณด้วยพารามิเตอร์รีกูลา
ไรเซชนั 𝜆 ∈ {0, 10−7}  พบว่า 𝑢(𝑥, 1) ลูเ่ข้าสูค่่าจริงทัง้ 2 การประมาณ  การลูเ่ข้าของผลลพัธ์ 𝑢(𝑥, 1) ทัง้สองค่านีเ้ป็นสิ่งที่
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คาดหวงัได้ เนื่องจากปัญหาผกผนัท่ีศกึษานี ้(กรณีไมท่ราบคา่ 𝑟(𝑡) และ 𝑢(𝑥, 𝑡)) เป็นปัญหาที่ตัง้ขึน้อย่างบกพร่อง แต่ส าหรับ
ปัญหาตรง (กรณีทราบคา่ 𝑟(𝑡)) ของปัญหานีจ้ะเป็นปัญหาที่ถกูตัง้ขึน้อยา่งดี 
 
ตารางที่ 2  แสดงคา่ RMSE ของ 𝑟(𝑡) และ 𝑢(𝑥, 𝑡) เมื่อก าหนด 𝑀 = 100, 𝑁 = 20, 𝑟0 = 0 และ 𝑝 ∈ {0%, 1%, 3%, 5%} 
ส าหรับปัญหาผกผนั 

𝑝 0% 0% 1% 1% 3% 5% 
𝜆 0 10−7 0 10−5 10−5 10−5 

RMSE(𝑟) 2.347E-1 2.784E-2 2.025 1.341E-1 2.841E-1 3.029E-1 
RMSE(𝑢) 1.118E-2 1.877E-3 2.544E-2 3.583E-2 7.934E-2 6.869E-2 

 
 จากที่ได้กลา่วมาแล้วว่า ปัญหาผกผนั (1) เป็นปัญหาที่ตัง้ขึน้อย่างบกพร่อง  โดยระบบที่ศึกษานีไ้ม่มีความเสถียร  
นัน่คือ เมื่อไมม่ีการรบกวน ผลเฉลยของระบบจะลูเ่ข้า แต่เมื่อระบบเกิดการรบกวนเพียงเล็กน้อย เป็นผลให้ผลเฉลยของระบบ 
ลูอ่อก  ดงันัน้ ตอ่จากนีเ้ป็นการพิจารณาเสถียรภาพของระบบด้วยการเพิ่มคา่รบกวน (noise) เข้าสูร่ะบบ ดงันี ้
 
 ∑ 𝑎𝑁𝑖

(1)𝑢𝑖
𝑗
= 𝐸𝑗𝑁

𝑖=0 + 𝜀𝑗,         (18) 
 
เมื่อ 𝜀𝑗 แทนค่ารบกวนที่เพิ่มเข้าเมื่อเวลา 𝑡𝑗 ใดๆ โดยการสุ่มจากการกระจายตัวปกติเกาเซียน (Gaussian normal 
distribution) ด้วยคา่กลาง (mean) เป็นศนูย์ และสว่นเบี่ยงเบนมาตรฐาน (standard deviation, 𝜎) ที่ค านวณด้วยเปอร์เซ็นต์
ของการรบกวนและค่ามากสดุของพลงังานรวม นัน่คือ 𝜎 = 𝑝max𝑗|𝐸(𝑡𝑗)| และส าหรับการวิจัยนี ้เราสนใจเปอร์เซ็นต์ของ
การรบกวนท่ี 𝑝 ∈ {1%, 3%, 5%}  
 

  
ภาพที่ 2  แสดงผลเฉลย 𝑟(𝑡) และ 𝑢(𝑥, 𝑡) เมื่อก าหนด 𝑀 = 100, 𝑁 = 20, 𝑟0 = 0, 𝑝 = 1% และ 𝜆 ∈ {0, 10−5}  
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 พิจารณาเมื่อระบบถกูรบกวนเพียงเลก็น้อย นัน่คือ 𝑝 = 1% จะได้ผลลพัธ์ 𝑟(𝑡) และ 𝑢(𝑥, 𝑡) แสดงดงัภาพที่ 2 ซึ่งจะ
เห็นได้อยา่งชดัเจนวา่ เมื่อก าหนด 𝜆 = 0 แสดงผลลพัธ์ด้วยเส้น () คา่ประมาณ 𝑟(𝑡) ลูอ่อกอย่างเห็นได้ชดัเจนโดยมีค่า
คลาดเคลือ่น RMSE แสดงดงัตารางที่ 2  ดงันัน้ เราจึงน ากระบวนการรีกูลาไรเซชนัมาท าให้ระบบมีเสถียรภาพมากขึน้  ในที่นี ้
เราก าหนด 𝜆 = 10−5 ซึ่งได้ผลลัพธ์ที่มีความเสถียรขึน้ ดังแสดงในภาพที่ 2 ด้วยเส้น (○○○○○) และมีค่าคลาดเคลื่อน 
RMSE(𝑟) =1.341E-1 ซึง่น้อยกวา่คา่คลาดเคลือ่นท่ีได้เมื่อละการพิจารณาพจน์รีกลูาไรเซชนั  เมื่อเพิ่มค่ารบกวนให้ระบบมาก
ขึน้ นัน่คือ 𝑝 ∈ {3%, 5%} พบวา่ กระบวนการรีกลูาไรเซชนัพร้อมด้วยการก าหนด 𝜆 = 10−5 ท าให้ระบบมีเสถียรภาพมากขึน้  
โดยพิจารณาได้จากคา่คลาดเคลือ่น RMSE(𝑟) ที่แสดงในตารางที่ 2 
 จากที่ได้กลา่วมาแล้วข้างต้นวา่ ตวัอยา่งที่น ามาศกึษานีไ้ด้จากตวัอยา่งเชิงตวัเลขของการวิจยัของ A. Hazanee และ
คณะ (Hazanee et al., 2013) ซึง่เป็นการศกึษาการหาผลเฉลยของปัญหาผกผนั (1) ด้วย BEM ร่วมกบักระบวนการรีกูลาไรเซชนั แต่
ขัน้ตอนวิธีที่ได้ในการค านวณหาผลเฉลยแตกตา่งกนั  นัน่คือ งานวิจยัดงักลา่วไมน่ าเทคนิคการหาคา่ต ่าสดุมาประยกุต์ใช้  ดงันัน้ ด้วย
ขัน้ตอนวิธีที่ตา่งกนัท าให้การก าหนดคา่ 𝑀,𝑁 แตกตา่งกนัด้วย  ในที่นีจ้ึงไมน่ าผลลพัธ์ของทัง้สองวิธีมาเปรียบเทียบกนั  แต่สิ่งหนึ่งที่
สามารถกล่าวได้คือ การน า FIM มาใช้ในการหาผลเฉลยของปัญหาผกผนันี ้มีข้อดีคือ ความสะดวกในการน าเมทริกซ์ปริพนัธ์ที่
ค านวณเพียงครัง้เดียว แตส่ามารถน ามาใช้ได้กบัหลายๆ ปัญหา ซึง่ถือเป็นการลดขัน้ตอนความยุ่งยากของการหาผลเฉลยของปัญหา
ได้อยา่งมาก 
 
สรุปผลกำรวิจัย 

บทความวิจัยนีไ้ด้ศึกษาการหาพจน์ต้นก าเนิดความร้อนของปัญหาผกผนัของสมการความร้อนภายใต้เง่ือนไขไม่
เฉพาะที่ด้วยระเบียบวิธีปริพนัธ์จ ากดัที่สร้างจากกฎสีเ่หลีย่มคางหมแูละระเบียบวิธีผลตา่งสบืเนื่องไปข้างหลงั  เนื่องจากปัญหา
นีเ้ป็นปัญหาที่ตัง้ขึน้อยา่งบกพร่องท าให้ต้องน ากระบวนการรีกูลาไรเซชนัของทิคอนอฟมาประยกุต์ใช้ในกระบวนการนีเ้พื่อให้
ผลเฉลยมีความเสถียรมากยิ่งขึน้  จากการศกึษาตวัอยา่งเชิงตวัเลขพบวา่ ผลลพัธ์ที่ได้จากการค านวณด้วยขัน้ตอนวิธีที่ศกึษานี ้
มีความแมน่ย าและมีเสถียรภาพตามเง่ือนไขที่ก าหนด  
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