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บทคัดย่อ 

การศึกษาครัง้นีใ้ช้วิธีของสไตน์และฟังก์ชนั w  หาขอบเขตไม่เอกรูปสําหรับประมาณฟังก์ชนัการแจกแจงสะสมของ  

ตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าจํานวนเต็มไม่เป็นลบด้วยฟังก์ชันการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มทวินามท่ีอยู่ในรูปของระยะทางระหว่าง

ฟังก์ชนัการแจกแจงสะสมของทัง้สองฟังก์ชนั ขอบเขตไม่เอกรูปท่ีได้สามารถใช้เป็นเกณฑ์ทางเลือกแบบใหม่สําหรับวดัความ

แม่นยําของการประมาณทวินาม  สําหรับการประยกุต์ในเชิงทฤษฎี การศกึษาครัง้นีใ้ช้ผลลพัธ์ไปประมาณฟังก์ชนัการแจกแจง

สะสมของตวัแปรสุม่เรขาคณิตไฮเพอร์ โพลยา และเรขาคณิตไฮเพอร์เชิงลบ   

 

คาํสาํคัญ  :  การประมาณทวินาม   ขอบเขตไม่เอกรูป   วิธีของสไตน์   ฟังก์ชนั w  

 

Abstract 

 This study uses Stein’s method and w -functions to determine a non-uniform bound for approximating the 

cumulative distribution function of a non-negative integer-valued random variable by the binomial cumulative 

distribution function that is in the form of the distance between the both cumulative distribution functions. The 

obtained non-uniform bound can be used as a new alternative criterion for measuring the accuracy of the binomial 

approximation. For theoretical applications, this study uses the result to approximate the cumulative distribution 

functions of hypergeometric, Polya and negative hypergeometric random variables.    
 

Keywords :  binomial approximation, non-uniform bound, Stein’s method, functions w . 
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บทนํา  

 การประมาณทวินาม (Binomial approximation) เป็นการประมาณการแจกแจงของตวัแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง (Discrete 

random variable) ด้วยการแจกแจงทวินาม (Binomial distribution) โดยมีเกณฑ์ท่ีใช้วดัความแม่นยําของการประมาณ ได้แก่ 

เกณฑ์ท่ีวัดความแม่นยําโดยใช้ค่าคลาดเคล่ือนสมับูรณ์ (Absolute error) ของการประมาณโดยตรง และเกณฑ์ท่ีวัดความ

แม่นยําโดยใช้ขอบเขตบน (Upper bound) ของการประมาณ ซึ่งเป็นเกณฑ์ท่ีนิยมใช้กนัอย่างแพร่หลาย ในกรณีท่ีใช้ขอบเขต

บนเป็นเกณฑ์วัดความแม่นยําของการประมาณ Stein (1972) เป็นบุคคลแรกท่ีได้นําเสนอวิธีของสไตน์ (Stein’s method)             

มาประยกุต์ใช้กบัการประมาณการแจกแจงของตวัแปรสุม่ไม่ต่อเน่ืองด้วยการแจกแจงทวินาม ต่อมา Ehm (1991) ได้ใช้วิธีของ 

สไตน์หาขอบเขตเอกรูป (Uniform bound) สําหรับการประมาณการแจกแจงของผลรวมของตวัแปรสุ่มแบร์นูลลี (Bernoulli 

random variable) ท่ีเป็นอิสระต่อกัน Barbour et al. (1992) ได้ปรับสมการของสไตน์สําหรับการแจกแจงทวินามใน Stein 

(1972) ให้อยู่ในรูปแบบท่ีเหมาะสมเช่นเดียวกับการประมาณปัวซง (Poisson approximation) Soon (1996) ได้ใช้วิธีของ 

สไตน์หาขอบเขตเอกรูปสําหรับการประมาณการแจกแจงของผลรวมของตวัแปรสุม่แบร์นลูลีท่ีไมเ่ป็นอิสระตอ่กนั  Wongkasem 

et al. (2008) ได้ใช้วิ ธีของสไตน์และฟังก์ชัน  w  หาขอบเขตเอกรูปสําหรับการประมาณการแจกแจงทวินามทั่วไป 

(Generalized binomial distribution) ด้วยการแจกแจงทวินาม Prukpousana and Teerapabolarn (2010) ได้ใช้วิธีของสไตน์

สําหรับการแจกแจงทวินามและฟังก์ชัน w  หาขอบเขตเอกรูปสําหรับการประมาณการแจกแจงเรขาคณิตไฮเพอร์เชิงลบ 

(Negative hypergeometric distribution) ด้วยการแจกแจงทวินาม และ Teerapabolarn (2011) ได้ใช้วิธีเช่นเดียวกับ 

Wongkasem et al. (2008) ในการหาขอบเขตไม่เอกรูป (Non-uniform bound) สําหรับการประมาณแบบจุด(Pointwise 

approximation) ของการแจกแจงทวินามทัว่ไปด้วยการแจกแจงทวินาม จากท่ีกลา่วมาข้างต้น จะเหน็ได้วา่การแจกแจงทวินาม

สามารถประมาณการแจกแจงของตวัแปรสุม่ไม่ต่อเน่ืองท่ีเป็นตวัแปรสุม่ตวัเดียวหรือเป็นผลรวมตวัแปรสุม่หลายตวั แต่ในกรณี

ท่ีต้องการศึกษาการประมาณการแจกแจงของตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าจํานวนเต็มไม่เป็นลบในรูปทัว่ไปเพียงหนึ่งตวัแปร (ไม่เจาะจง

ชนิดของการแจกแจง) ด้วยการแจกแจงทวินาม Teerapabolarn and Wongkasem (2011) ได้กําหนดตวัแปรสุม่ท่ีมีค่าจํานวน

เตม็ไมเ่ป็นลบมีลกัษณะดงันี ้

 ให้ X  แทนตัวแปรสุ่มท่ีมีค่าจํานวนเต็มไม่เป็นลบท่ีมีฟังก์ชันมวลความน่าจะเป็น (Probability mass function) 
( ) 0Xp x >  สําหรับทุก x∈ X  เม่ือ X  คือ เซตของค่าตวัแปรสุ่ม X  ท่ีมีค่าคาดหมาย ( )E Xµ =  และความแปรปรวน 

2 ( )Var Xσ = < ∞  และให้ B  แทนตัวแปรสุ่มทวินาม (Binomial random variable)  ท่ี มีพารามิเตอร์  ( )n n∈  และ 

 (0 1 1)p p q< = − <  ซึง่มีฟังก์ชนัมวลความน่าจะเป็นดงันี ้

 

    ( ) ,  0,1,...,x n x
B

n
p x p q x n

x
− 

= = 
 

              (1) 

 

โดยมีค่าเฉล่ีย   ( )E B np=    และความแปรปรวน   ( )Var B npq=   ในการประมาณการแจกแจงของตวัแปรสุ่ม  X   ด้วย

การแจกแจงทวินาม Teerapabolarn and Wongkasem (2011) ได้ใช้วิธีของสไตน์และฟังก์ชนั w  หาขอบเขตไมเ่อกรูปสําหรับ

เมตริกแบบจดุ (Point metric) ระหวา่งการแจกแจงของตวัแปรสุม่ X  และการแจกแจงทวินามดงันี ้  
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กรณีท่ี 0 0x =  
 

{ }2
0

1( , ) ( ) ( ) | |
nqd X B E n X p w X np

np
σ µ−

≤ − − + −                  (2) 

 

และถ้า np µ=  แล้ว  
 

2
0

1( , ) ( ) ( )
nqd X B E n X p w X

np
σ−

≤ − −                                              (3) 

 

กรณีท่ี 0 {1,..., }x n∈  
 

{ }0

1 1
2

0

1 1( , ) min , ( ) ( ) | |
( 1)

n n n

x
p p qd X B E n X p w X np

x q n pq
σ µ

+ + − − − ≤ − − + − 
+  

     (4) 

 

และถ้า np µ=  แล้ว 
 

0

1 1
2

0

1 1( , ) min , ( ) ( )
( 1)

n n n

x
p p qd X B E n X p w X

x q n pq
σ

+ + − − − ≤ − − 
+  

                      (5) 

 

โดยท่ี 
0 0 0( , ) ( ) ( )x X Bd X B p x p x= −  เม่ือ 0 {0,..., }x n∈   

 พิจารณาผลลพัธ์ในอสมการ (2) ถึง (5) ผลลพัธ์ดงักล่าวสามารถประยกุต์ใช้ได้เฉพาะการประมาณการแจกแจงของ

ตวัแปรสุ่ม X  ด้วยการแจกแจงทวินามท่ีอยู่ในรูปของการประมาณแบบจุดเท่านัน้ ดงันัน้ในการศึกษาครัง้นีจ้ึงต้องการหา

ผลลพัธ์ใหม่เพ่ือใช้ประมาณฟังก์ชนัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุม่ X  ด้วยฟังก์ชนัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุม่ทวินาม

และรูปแบบของการประมาณฟังก์ชนัการแจกแจงสะสมจะอยูใ่นรูปของระยะทางระหวา่งฟังก์ชนัการแจกแจงสะสมสองฟังก์ชนั 

ซึ่งเรียกกันโดยทั่วไปว่าระยะทางของคอลโมโกรอฟ (Kolmogorov distance) และใช้ขอบเขตไม่เอกรูปสําหรับระยะทาง             

ของคอลโมโกรอฟเป็นเกณฑ์ทางเลือกแบบใหม่ท่ีใช้วดัความแม่นยําของการประมาณครัง้นี ้ซึ่งระยะทางของคอลโมโกรอฟ

ระหว่างฟังก์ชันการแจกแจงสะสมของตัวแปรสุ่มท่ีมีค่าจํานวนเต็มไม่เป็นลบและฟังก์ชันการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่ม           

ทวินามนิยามดงันี ้
 

       
0 0 0( , ) ( ) ( )

xKd X B P X x P B x= ≤ − ≤              (6) 

 

โดยท่ี 0( )P X x≤  และ 0( )P B x≤  คือ ฟังก์ชนัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุม่ท่ีมีค่าจํานวนเตม็ไมเ่ป็นลบและฟังก์ชนัการ

แจกแจงสะสมของตวัแปรสุม่ทวินามท่ี 0 {0,..., }x n∈   ตามลําดบั ดงันัน้วตัถปุระสงค์ของการวิจยัในครัง้นี ้ คือ หาขอบเขต        

ไมเ่อกรูปสําหรับ 
0

( , )
xKd X B  เม่ือ 0 {0,..., }x n∈  
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วธีิดาํเนินการวจัิย  

 การศึกษาครัง้นีใ้ช้วิธีของสไตน์และฟังก์ชนั w  เพ่ือหาผลการวิจยัท่ีต้องการ ซึ่งจะเร่ิมต้นด้วยบริบทของฟังก์ชนั w  

และตามด้วยวิธีของสไตน์ พร้อมด้วยการสร้างบทตัง้ (lemma) ตา่ง ๆ เพ่ือช่วยในการพิสจูน์ทฤษฎีบทหลกั  ดงันีต้อ่ไปนี ้
 

 ฟังก์ชัน w   

 ให้ X  แทนตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าเป็นจํานวนเต็มไม่เป็นลบดงัท่ีนิยามมาแล้ว  Cacoullos and Papathanasiou (1989) 

ได้นิยามฟังก์ชนั w  ท่ีสมัพนัธ์กบัตวัแปรสุม่ X  หรือสมัพนัธ์กบัการแจกแจงของตวัแปรสุม่ X  ในรูปของความสมัพนัธ์ดงันี ้ 
 

         ( )2
0

1( ) ( ) ( ),
x

X X
i

w x p x i p i xµ
σ =

= − ∈∑ X                         (7) 

 

ตอ่มา Majsnerowska (1998) ได้ปรับรูปความสมัพนัธ์ในสมการ (7) ให้อยูใ่นรูปแบบของความสมัพนัธ์เวียนเกิด ดงันี ้
 

    
2

2
( 1) ( 1)1( ) 0, \{0}

( )
X

X

w x p xw x x x
p x

σ
µ

σ

 − − = + − ≥ ∈ 
  

X                (8) 

 

โดยท่ี 
2(0)w µ

σ
=  และ ( ) 0Xp x >  สําหรับทกุ x∈X   

 รูปแบบความสัมพันธ์ต่อไปนีเ้ป็นสมบัติท่ีสําคัญของฟังก์ชัน w  สําหรับการสร้างผลการวิจัยซึ่ง Cacoullos and 

Papathanasiou (1989) ได้กําหนดไว้ดงันี ้

 ถ้าตัวแปรสุ่มท่ีมีค่าจํานวนเต็มไม่เป็นลบ X  ท่ีมี ( ) 0Xp x >  สําหรับทุก x∈X  และมีความแปรปรวนจํากัด 
20 σ< < ∞  แล้ว 

 

   
 ( ) [ ]2( ) ( ) ( )E X g X E w X g Xµ σ− = ∆                    (9) 

 

สําหรับฟังก์ชัน : {0}g ∪ →   ท่ีทําให้
 

( ) ( )E w X g X∆ < ∞  โดย ( ) ( 1) ( )g x g x g x∆ = + −  และเม่ือกําหนด ( )g x x=  

จะได้วา่ [ ( )] 1E w X =  
 

 วธีิของสไตน์สาํหรับการแจกแจงทวนิาม 

 วิธีของสไตน์ได้มีการนําเสนอครัง้แรกโดย Stein (1972) ซึ่งเป็นการประมาณการแจกแจงของผลรวมตวัแปรสุ่มท่ี     

ไม่เป็นอิสระต่อกนัด้วยการแจกแจงปรกติ (Normal distribution) ต่อมา Chen (1975) ได้ปรับปรุงและพฒันาวิธีของสไตน์มาสู่

การประมาณการแจกแจงของผลรวมของตัวแปรสุ่มแบร์นูลลีท่ีไม่เป็นอิสระต่อกันด้วยการแจกแจงปัวซง (Poisson 

distribution) และ Stein (1986) ได้นําวิธีนีม้าใช้กบัการแจกแจงทวินาม ซึง่เรียกว่า การประมาณทวินามด้วยวิธีของสไตน์ และ

สมการของสไตน์สําหรับการแจกแจงทวินามท่ีมีพารามิเตอร์ n  และ p  (Barbour et al., 1992) เป็นดงันี ้
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          ,( ) ( ) ( ) ( 1) ( )n ph x B h n x pg x qxg x− = − + −                              (10) 
 

โดยท่ี ,
0

( ) ( )
n

k n k
n p

k

n
B h h k p q

k
−

=

 
=  

 
∑  และ g  และ h  เป็นฟังก์ชนัค่าจริงท่ีมีขอบเขตและนิยามบนเซต {0,1,..., }n   

สําหรับ {0,..., }E n⊆  ให้  :{0,..., }Eh n →   เป็นฟังก์ชนัท่ีกําหนดโดย 
 

1 ,
( )

0 ,E
x E

h x
x E
∈

=  ∉
                                                                         (11) 

 

Barbour et al. (1992) กําหนดให้ : {0}Eg ∪ →   เป็นฟังก์ชันท่ีสอดคล้องกับสมการ (10) โดยท่ี (0) (1)E Eg g=  และ 

( ) ( )E Eg x g n=  สําหรับทกุ x n≥  ดงันัน้ ผลเฉลย Eg  ของสมการ (10) คือ 
 

 1 1, , ,

1

( ) ( ) ( )
( ) x xn p E C n p E n p C

E
x n x

h h h
g x

n
x p q

x

− −∩

− +

−
=

 
 
 

  
                                           (12) 

สําหรับทกุ 1 x n≤ ≤  และ {0,..., }xC x=  

เม่ือ 0{ }E x=  สําหรับ 0 {0,..., }x n∈  ให้ 
0 0{ }x xh h=  ดงันัน้จะสามารถเขียนผลเฉลย 

0 0{ }x xg g=  ของสมการ (12) 

ได้ดงันี ้
 

0 1

0
0 1

, ,
0

1

, ,
0

1

( ) ( )
, 1

( )
( ) (1 )

,

x

x

n p x n p C

x n x

x
n p x n p C

x n x

h h
x x

n
x p q

x
g x

h h
x x n

n
x p q

x

−

−

− +

− +

−
≤ ≤      =  − < ≤  

  
  

 

                                                        (13) 

 

และเม่ือ 
0xE C= สําหรับ 0 {0,..., }x n∈  จะได้ผลเฉลย 

0xCg  ของสมการ (12) ดงันี ้
 

1 0

0
10

, ,
0

1

, ,
0

1

( ) (1 )
, 1

( )
( ) (1 )

,

x x

x
x x

n p C n p C

x n x

C
n p C n p C

x n x

h h
x x

n
x p q

x
g x

h h
x x n

n
x p q

x

−

−

− +

− +

−
≤ ≤

 
   =  −

< ≤      

 

 
                                                    (14) 

 

 ให้ 
0 0 0

( ) ( 1) ( )x x xg x g x g x∆ = + −  และ 
0 0 0

( ) ( 1) ( )
x x xC C Cg x g x g x∆ = + −  และ Teerapabolarn and Sae-Jeng 

(2017) ได้แสดงวา่สําหรับทกุ 0, {1,..., }x x n∈  แล้วอสมการตอ่ไปนีเ้ป็นจริง 
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0
0

0

0 ,  
( )

0 ,  x
x x

g x
x x

> =
∆ < ≠

                                                                (15) 

และ 

 

 
0

0

0

0 ,  1
( )

0 ,  xC
x x

g x
x x n

> ≤ ≤
∆ < < ≤

                                                                (16) 

 

และเม่ือ 01 x x≤ ≤  

         
0 0 0( ) ( )

x xC Cg x g x∆ ≤ ∆              (17) 
 

เน่ืองจาก ( ) ( )cE Eg x g x= −  (Barbour et al., 1992) จะได้วา่ 
 

       ( ) ( )cE Eg x g x∆ = −∆                                                      (18) 

โดยท่ี cE  คือ คอมพลีเมนท์ของ E  

 

บทตัง้ 2.1 ให้ 0, {1,..., }x x n∈  แล้วจะได้วา่อสมการตอ่ไปนีเ้ป็นจริง 
 

0 0 0( ) ( 1)
x xC Cg x g x≤ +                                                            (19) 

 

พสูิจน์ จากอสมการ (16) จะได้ว่า 
0xCg เป็นฟังก์ชนัเพิ่มสําหรับ 0{1,..., }x x∈  และเป็นฟังก์ชนัลดสําหรับ 0{ 1,..., }x x n∈ +  

ดังนัน้จะได้ 
0 0 0( ) ( )

x xC Cg x g x≤  สําหรับทุก 0{1,..., }x x∈  และ 
0 0 0( ) ( 1)

x xC Cg x g x≤ +  สําหรับทุก 0{ 1,..., }x x n∈ +  

เน่ืองจาก 
 

   
0 00 0( 1) ( )

x xC Cg x g x+ −  0 10 0 0

0 0 0 0

, , , ,

1 1
0 0

0 0

( ) (1 ) ( ) (1 )

( 1)
1

x x x xn p C n p C n p C n p C

x n x x n x

h h h h

n n
x p q x p q

x x

−

+ − − +

− −
= −

   
+    +   

   
 

 

      10 0 0

0 0

, ,,

0 0

0

( ) ( )(1 )
( )

x xx n p C n p Cn p C

x n x

h hh
n n x p x q

p q
x

−

−

 −
= − 

−     
 

 
 

      
0 0

0

0 0

1
1 1 1

0 0
1 1 0 0

0 0
0

( )
( )

n
j n j

x x
j x k n k k n k

x n x k k

n
p q

j n n
x p q n x p q

n k k
x p q n x

x

−
−

= + − + + −

+ − + = =

 
        

= − −           − 
 

∑
∑ ∑  
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0

0

0 0

1 10

1 1 0
0 0

0

1( 1)
1

( )

n
j n j

x
j x k n k

x n x k

n
p q

j nx n k p q
n kn

x p q n x
x

−

= + − +

+ − + =

 
    +− +  

=   +   − 
 

∑
∑  

       
0 1

1 1 ( 1)0

0

1( 1)( )
11

x
k n k

k

nk n x p q
kn

−
+ + − +

=

++ −  
−  ++   
∑  

      
0

0

0 0

1 10

1 1 0
0 0

0

1( 1)
1

( )

n
j n j

x
j x k n k

x n x k

n
p q

j nx n k p q
n kn

x p q n x
x

−

= + + −

+ − + =

 
    +− +  

=   +   − 
 

∑
∑  

       
0 10

0

1( )
1

x
k n k

k

nk n x p q
kn

+ −

=

+−  
−  +   
∑  

      
0

0

0 0

1 10

1 1 0
0 0

0

1( 1)
1

( )

n
j n j

x
j x k n k

x n x k

n
p q

j nx n kn p q
n kn

x p q n x
x

−

= + + −

+ − + =

 
     ++ −  

=   +     − 
 

∑
∑  

      0≥  
 

ซึง่จะได้วา่  
0 0 0( ) ( 1)

x xC Cg x g x≤ +  สําหรับทกุ {1,..., }x n∈  จงึทําให้อสมการ (19) เป็นจริง              � 
 

บทตัง้ 2.2 ให้ 0, {1,..., }x x n∈  แล้วจะได้วา่  
 

 1. { }0
1

1sup ( )
n

C
x

qg x
np≥

−
≤                                (20) 

 2. 
0 21

1sup ( )
( 1)

n

C
x

np qg x
n np≥

+ −
∆ ≤

−
                            (21) 

 3. { }0 0
1

sup ( ) ( )
xC

x
g x xξ

≥
≤                                                       (22) 

 

โดยท่ี 

[ ]
[ ]

[ ]

0 0
0

0 0
0

0 0
0

0 0

( 1) 1 ( )
,  ( 1)

( ) ( 1)
( )

( 2) ( )
,  ( 1)

( 1) 2 ( 1)

n x P B x
x n p

n x n p x
x

x P B x
x n p

x x n p

ξ

 − − − ≤
< − − − −= 

+ ≤ ≥ − + + − −

 และ 
0

0
0

( ) ( )
x

B
k

P B x p k
=

≤ = ∑    

 

 4. 
0

1 1

1 0

1 1sup ( ) min ,
( 1)x

n n n

C
x

p p qg x
x q n pq

+ +

≥

 − − − ∆ ≤  
+  

                          (23) 

 

พิสูจน์ 1. โดย Barbour et al. (1992) จะได้ว่า 0g  เป็นฟังก์ชันลดท่ีมีค่ามากกว่าศูนย์สําหรับ {1,..., }x n∈  ดงันัน้จึงทําให้   

0 0( ) (1)g x g≤  สําหรับทกุ {1,..., }x n∈ นัน่คือ  
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                   0 0( ) (1)g x g≤  0, 0 ,( ) (1 )
 

1

n p n p c

n

h h
n

pq

−
=

 
 
 

 
 

      
(1 )  

n n

n
q q

npq
−

=  

      (1 )  
nq

np
−

=  

ซึง่จะได้อสมการ (20)     

 2. ได้พิสจูน์ไว้แล้วในงานวิจยัของ Teerapabolarn (2011)  

 3. โดยบทตัง้ 2.1 จะได้วา่ 
0 0 0( ) ( 1)

x xC Cg x g x≤ +  สําหรับทกุ 0 , {1,..., }x x n∈ และ  

        

      
0 0( 1)

xCg x +  [ ]
0 0

0 0

1
0

0

( ) 1 ( )

( 1)
1

x n x

P B x P B x
n

x p q
x

+ −

≤ − ≤
=

 
+  + 

                         (24) 

 

โดยใช้ทฤษฎีบทใน Barbour et al. (1992) จะได้วา่  
 

       

[ ]
[ ]

[ ]
0

0 0
0

0 0
0

0 0
0

0 0

( 1) 1 ( )
,  ( 1)

( ) ( 1)
( 1)

( 2) ( ) ,  ( 1)
( 1) 2 ( 1)

xC

n x P B x
x n p

n x n p x
g x

x P B x x n p
x x n p

− − − ≤
< − − − −+ ≤ 

+ ≤ ≥ −
 + + − −

 

ซึง่ทําให้ได้อสมการ (22) ตามต้องการ  

4. จะแสดงวา่ 
0

1 1

0

1 1( ) min ,
( 1)x

n n n

C
p p qg x

x q n pq

+ + − − − ∆ ≤  
+  

 สําหรับทกุ {1,..., }x n∈   

Teerapabolarn and Wongkasem (2011) ได้แสดงวา่  
 

0

1 1

0
0

1 1( ) min ,
( 1)

n n n

x
p p qg x

x q n pq

+ + − − − ∆ ≤  
+  

                                         (25) 

 

และ  
1 11 1( ) min ,

( 1)

n n n

x
p p qg x

xq n pq

+ + − − − ∆ ≤  
+  

                                            (26) 

 

เม่ือ 01 x x≤ ≤  จะได้วา่  
 

          
0

( )
xCg x∆  

0
( )

xCg x= ∆      (โดย (16)) 

0 0( )
xCg x≤ ∆    (โดย (17)) 

0

0
0

( )
x

k
k

g x
=

= ∆∑  
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00 0 1 0 0( ) ( ) ( )xg x g x g x= ∆ + ∆ + + ∆  

0 0( )xg x≤ ∆   (โดย (15)) 
1 1

0

1 1min ,
( 1)

n n np p q
x q n pq

+ + − − − ≤  
+  

  (โดย (25))           (27) 

  

เม่ือ 0x x n< ≤   
 

                        
0

( )
xCg x∆  

0
( )

xCg x≤ −∆   (โดย (16)) 

0
( )c

xCg x= ∆      (โดย (18)) 

0 1
( )

n

k
k x

g x
= +

= ∆∑  

0 1( ) ( ) ( )x x ng x g x g x+= ∆ + + ∆ + + ∆   

( )xg x≤ ∆   (โดย (15)) 
1 11 1min ,

( 1)

n n np p q
xq n pq

+ + − − − ≤  
+  

   (โดย (26)) 

1 1

0

1 1min ,
( 1)

n n np p q
x q n pq

+ + − − − ≤  
+  

 (โดย 0x x< )          (28) 

 

จากอสมการ (27) และ (28) จะได้วา่  
 

0

1 1

0

1 1( ) min ,
( 1)x

n n n

C
p p qg x

x q n pq

+ + − − − ∆ ≤  
+  

  

 

สําหรับทกุ {1,..., }x n∈  ซึง่จะได้อสมการ (23) ตามท่ีต้องการ                          � 
 

ผลการวจัิย  

 ผลการวิจยัท่ีต้องการในการศึกษาครัง้นี ้ คือ  ขอบเขตไม่เอกรูปสําหรับระยะทางของคอลโมโกรอฟระหว่างฟังก์ชนั

การแจกแจงสะสมของตวัแปรสุม่ท่ีมีคา่จํานวนเตม็ไม่เป็นลบและฟังก์ชนัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุม่ทวินาม ดงัทฤษฎีบท

ตอ่ไปนี ้
 

ทฤษฏีบท 1. ให้ X  แทนตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าจํานวนเต็มไม่เป็นลบดงัท่ีได้นิยามมาแล้ว และ ( )w X  คือ ฟังก์ชนั w              

ท่ีสมัพนัธ์กบัตวัแปรสุม่ X  แล้วผลลพัธ์ตอ่ไปนีเ้ป็นจริง 

(i) สําหรับ 0 0x =  จะได้วา่ 
 

0
2

2
1 1( , ) ( ) ( )

( 1)

n n

K
np q qd X B E n X p w X np

npn np
σ µ+ − −

≤ − − + −
−

                      (29) 
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และถ้า np µ=  แล้ว  
 

0
2

2
1( , ) ( ) ( )

( 1)

n

K
np qd X B E n X p w X
n np

σ+ −
≤ − −

−
                                                   (30) 

 

(ii) สําหรับ 0 {1,..., }x n∈  
 

   
0

1 1
2

0
0

1 1( , ) min , ( ) ( ) ( )
( 1)x

n n n

K
p p qd X B E n X p w X x np

x q n pq
σ ξ µ

+ + − − − ≤ − − + − 
+  

               (31) 

 

และถ้า np µ=  แล้ว 
 

   
0

1 1
2

0

1 1( , ) min , ( ) ( )
( 1)x

n n n

K
p p qd X B E n X p w X

x q n pq
σ

+ + − − − ≤ − − 
+  

                                (32) 

 

โดยท่ี 0( )xξ นิยามดงัอสมการ (22) 
 

พิสูจน์ จากสมการของสไตน์ (10) เม่ือแทน h  ด้วย 
0xCh และแทน x  ด้วยตัวแปรสุ่ม X  แล้วหาค่าคาดหมาย

ตลอดสมการจะได้ 
 

                       
0

( , )
xKd X B  [ ]( ) ( 1) ( )E n X pg X qXg X= − + −  

[ ( 1)] [ ( 1)] [ ( )]npE g X pE Xg X qE Xg X= + − + −  

[ ][ ( 1)] [ ( 1)] [ ( )] [ ( )]npE g X pE Xg X pE Xg X E Xg X= + − + − −  

[ ( 1)] [ ( )] [ ( )]npE g X pE X g X E Xg X= + − ∆ −  

[ ( 1)] [ ( )] [( ) ( ) ( )]npE g X pE X g X E X g X g Xµ µ= + − ∆ − − −  

[ ( )] [ ( )] [( ) ( )] ( ) [ ( )]npE g X pE X g X E X g X np E g Xµ µ= ∆ − ∆ − − + −           
 

โดยท่ี 
0xCg g= นิยามดังสมการ (14) เน่ืองจาก 

1 1
( ) ( ) sup | ( ) | | ( ) | sup | ( ) |

x x
E w X g X g x E w X g x

≥ ≥
∆ ≤ ∆ = ∆ < ∞  ดังนัน้โดย

สมการ (9) จะได้วา่ 
 

        
0

( , )
xKd X B  2[ ( )] [ ( )] [ ( ) ( )] ( ) [ ( )]npE g X pE X g X E w X g X np E g Xσ µ= ∆ − ∆ − ∆ + −  

   2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ( )]E np g X pX g X w X g X np E g Xσ µ ≤ ∆ − ∆ − ∆ + −   

   { }2( ) ( ) ( ) ( )E n X p w X g X np E g Xσ µ≤ − − ∆ + −  

   { }2

1 1
sup ( ) ( ) ( ) sup ( )
x x

g x E n X p w X g x npσ µ
≥ ≥

≤ ∆ − − + −           (33) 
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พิจารณาอสมการ (33) โดยใช้อสมการ (20) และ (21) จะได้ว่าอสมการ (29) และ (30) เป็นจริง ในทํานองเดียวกนั 

โดยใช้อสมการ (22) และ (23) จะได้วา่อสมการ (31) และ (32) เป็นจริงเช่นเดียวกนั                         � 
 

บทแทรก 1. ถ้า 2( ) ( ) 0n x p w xσ− − ≥  สําหรับทุก x∈ X  หรือ 2( ) ( ) 0n x p w xσ− − ≤  สําหรับทุก x∈ X  

แล้วจะได้วา่ 
 

(i) สําหรับ 0 0x =  จะได้วา่  
 

0
2

2
1 1( , ) ( )

( 1)

n n

K
np q qd X B n p np

npn np
µ σ µ+ − −

≤ − − + −
−

                       (34) 

 

และถ้า np µ=  แล้ว  
 

0
2

2
1( , ) ( )

( 1)

n

K
np qd X B n p
n np

µ σ+ −
≤ − −

−
                                                   (35) 

 

(ii) สําหรับ 0 {1,..., }x n∈  
 

 
0

1 1
2

0
0

1 1( , ) min , ( ) ( )
( 1)x

n n n

K
p p qd X B n p x np

x q n pq
µ σ ξ µ

+ + − − − ≤ − − + − 
+  

               (36) 

 

และถ้า np µ=  แล้ว 
 

0

1 1
2

0

1 1( , ) min , ( )
( 1)x

n n n

K
p p qd X B n p

x q n pq
µ σ

+ + − − − ≤ − − +  
                           (37) 

 

พสูิจน์ การพิสจูน์อสมการ (34) และ (37) จะต้องแสดงวา่ 2( ) ( )E n X p w Xσ− − 2( )n pµ σ= − −  ดงันี ้

ถ้า 2( ) ( ) 0n x p w xσ− − ≥  สําหรับทกุ x∈X  แล้วจะได้วา่ 
 

   
 

2( ) ( )E n X p w Xσ− −  2( ) ( )E n X p w Xσ = − −   

2( )n pµ σ= − −     (โดย [ ]( ) 1E w X =  )          (38) 
 

ในทํานองเดียวกนัถ้า 2( ) ( ) 0n x p w xσ− − ≤  สําหรับทกุ x∈X  จะได้วา่ 
 

   
 

2( ) ( )E n X p w Xσ− −  2( ) ( )E n X p w Xσ = − − −   

2( )n pµ σ = − − −                         (39) 
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ดงันัน้จากสมการ (38) และ (39) จะได้ 
 

2( ) ( )E n X p w Xσ− − 2( )n pµ σ= − −  
 

ซึง่ทําให้ได้อสมการ (34) และ (37) เป็นจริง                          � 

 

หมายเหตุ เน่ืองจากขอบเขตของผลลพัธ์ในทฤษฎีบท 1 และบทแทรก 1 ขึน้อยู่กบัฟังก์ชนั w ท่ีสมัพนัธ์กบัตวัแปรสุม่

ท่ีมีค่าจํานวนเต็มไม่เป็นลบ ดงันัน้ในการประยกุต์ใช้ผลลพัธ์จึงจําเป็นต้องหาฟังก์ชนั w ท่ีสมัพนัธ์กบัตวัแปรสุ่มท่ีต้องการ ซึ่ง

สามารถหาได้จากสมการ (8) 

 

การประยุกต์ใช้ผลการวจัิย 

การประยกุต์ใช้ผลการวิจยัเป็นการนําเสนอตวัอย่างของการประยกุต์ใช้ผลลพัธ์ของการประมาณทวินามในทฤษฎีบท

1 และบทแทรก 1 เพ่ือประมาณฟังก์ชนัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าจํานวนเต็มไม่เป็นลบสามการแจกแจง ได้แก่ 

การแจกแจงเรขาคณิตไฮเพอร์ การแจกแจงโพลยา และการแจกแจงเรขาคณิตไฮเพอร์เชิงลบ 
 

ตัวอย่าง 1. การแจกแจงเรขาคณิตไฮเพอร์ 

ให้ X  เป็นตวัแปรสุม่เรขาคณิตไฮเพอร์ท่ีมีพารามิเตอร์ ,  N m  และ n  มีฟังก์ชนัมวลความน่าจะเป็นดงันี ้
 

( ) ,  0,1,...,min{ , }X

m N m
x n x

p x x n m
N
n

−  
  −  = =

 
 
 

             (40) 

 

และมีคา่เฉล่ีย ( ) nmE X
N

µ = =  และความแปรปรวน 2
2

( )( )( )
( 1)

nm N n N mVar X
N N

σ − −
= =

−
  

 โดยใช้สมการ (8) จะได้ฟังก์ชนั w  ท่ีสมัพนัธ์กบัตวัแปรสุม่เรขาคณิตไฮเพอร์ในรูป 2
( )( )( ) n x m xw x

Nσ
− −

=   

ในกรณีท่ี min{ , }n m n=  และให้ mp
N

=  เม่ือแทนค่า mp
N

=  ลงในทฤษฎีบท 1 จะได้ 2( ) ( )n x p w xσ− − =   

( ) ( )( ) ( ) 0n x m n x m x n x x
N N N
− − − −

− = ≥ สําหรับทุก 0 x n≤ ≤  ดังนัน้โดยการประยุกต์ใช้บทแทรก 1 จะได้ผลลพัธ์ดังบท

แทรกตอ่ไปนี ้
 

 บทแทรก 2. ถ้า min{ , }n m n=  ให้ mp
N

=  แล้วจะได้วา่   
 

0

0

1 1

0
0

( 1)( ) , 0
( 1)

( , )
1 1 ( 1)min , , 1

( 1) ( 1)

x

n

K n n n

np q N m x
m N

d X B
p p q nm n x n

x n p N N

+ +

 + − −
=

−≤   − − − −  ≤ ≤  + −  

              (41) 
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ผลลพัธ์ในอสมการ (41) ได้ชีใ้ห้เห็นว่าการประมาณฟังก์ชนัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มเรขาคณิตไฮเพอร์ด้วย

ฟังก์ชนัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มทวินามท่ีมีพารามิเตอร์ n  และ 
m
N

 จะมีผลการประมาณท่ีดีเม่ือ N   มีค่ามากและ 

m  และ n  มีคา่น้อย  

ในกรณีท่ี  min{ , }n m m=  และให้ np
N

=  เ ม่ือแทนค่า  n  ด้วย m  และ np
N

=  ลงในทฤษฎีบท 1  จะได้  

2 ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) 0m x n n x m x x m xn x p w x
N N N

σ − − − −
− − = − = ≥  สําหรับทกุ 0 x m≤ ≤  ดงันัน้โดยการประยกุต์ใช้บทแทรก 

1 จะได้ผลลพัธ์ดงับทแทรกตอ่ไปนี ้
 

 บทแทรก 3. ถ้า min{ , }n m m=  ให้ np
N

=  แล้วจะได้วา่   
 

0

0

1 1

0
0

( 1)( ) , 0
( 1)

( , )
1 1 ( 1)min , , 1

( 1) ( 1)

x

m

K m m m

mp q N n x
n N

d X B
p p q nm m x m

x m p N N

+ +

 + − −
=

−≤   − − − −  ≤ ≤  + −  

            (42) 

 

 การประมาณฟังก์ชนัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุม่เรขาคณิตไฮเพอร์ด้วยฟังก์ชนัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุม่

ทวินามท่ีมีพารามิเตอร์ m  และ 
n
N

  จะมีผลการประมาณท่ีดีเม่ือ N   มีคา่มากและ m  และ n  มีคา่น้อยเช่นเดียวกนั 

 

ตัวอย่าง 2. การแจกแจงโพลยา 

ให้ X  เป็นตวัแปรสุม่โพลยาท่ีมีพารามิเตอร์ ,  N n  และ m  มีฟังก์ชนัมวลความน่าจะเป็นดงันี ้
 

1 1

( ) ,  0,...,
1X

m x N m n x
x n x

p x x n
N n

n

+ − − + − −  
  −  = =

+ − 
 
 

                   (43) 

 

และมีคา่เฉล่ีย ( ) nmE X
N

µ = =  และความแปรปรวน 2
2

( )( )( )
( 1)

nm N n N mVar X
N N

σ + −
= =

+
  

โดยใช้สมการ (8) จะได้ฟังก์ชนั w  ท่ีสมัพนัธ์กบัตวัแปรสุ่มโพลยาในรูป 2
( )( )( ) m x n xw x

Nσ
+ −

=  ให้ mp
N

=  และ

แทนค่า mp
N

=  ลงในทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า 2 ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) 0n x m m x n x n x xn x p w x
N N N

σ − + − −
− − = − = − ≤  สําหรับทุก 

0 x n≤ ≤  ดงันัน้โดยประยกุต์ใช้บทแทรก 1 จะได้ผลลพัธ์ดงันี ้
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บทแทรก 4. ให้ mp
N

=  แล้วจะได้วา่ 

 

0

0

1 1

0
0

( 1)( ) , 0
( 1)

( , )
1 1 ( 1)min , , 1

( 1) ( 1)

x

n

K n n n

np q N m x
m N

d X B
p p q mn n x n

x n p N N

+ +

 + − −
=

+
≤   − − − −  ≤ ≤  + +  

                      (44) 

 

การประมาณฟังก์ชนัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุม่โพลยาด้วยฟังก์ชนัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุม่ทวินามท่ีมี

พารามิเตอร์ n  และ 
m
N

 จะมีผลการประมาณท่ีดีเม่ือ N   มีคา่มากและ m  และ n  มีคา่น้อย 

 

ตัวอย่าง 3. การแจกแจงเรขาคณิตไฮเพอร์เชงิลบ 

ให้ X  เป็นตวัแปรสุม่เรขาคณิตไฮเพอร์เชิงลบท่ีมีพารามิเตอร์ ,  N n  และ m  มีฟังก์ชนัมวลความน่าจะเป็นดงันี ้
 

1

( ) ,  0,1,...,X

m x N m x
x n x

p x x n
N
n

+ − − −  
  −  = =

 
 
 

            (45) 

 

และมีคา่เฉล่ีย ( )
1

nmE X
N n

µ = =
− +

 และความแปรปรวน 2
2

( 1)( 1)( )
( 1) ( 2)

nm N n m NVar X
N n N n

σ − − + +
= =

− + − +
  

โดยใช้สมการ (8) จะได้ฟังก์ชนั w  ท่ีสมัพนัธ์กบัตวัแปรสุ่มเรขาคณิตไฮเพอร์เชิงลบในรูป 2
( )( )( )
( 1)
m x n xw x
N n σ
+ −

=
− +

 

ให้ 
1

mp
N n

=
− +

 แทนค่า 
1

mp
N n

=
− +

 ลงในทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า 2 ( ) ( )( )( ) ( )
1 1

n x m m x n xn x p w x
N n N n

σ − + −
− − = − =

− + − +
( ) 0

1
n x x

N n
−

− ≤
− +

 สําหรับทกุ 0 x n≤ ≤  ดงันัน้โดยประยกุต์ใช้บทแทรก 1 จะได้ผลลพัธ์ดงับทแทรกตอ่ไปนี ้

 

บทแทรก 5. ให้ 
1

mp
N n

=
− +

 แล้วจะได้วา่ 

 

0

0

1 1

0
0

( 1)( 1) , 0
( 2)

( , )
1 1 ( 1)min , , 1

( 1) ( 1)( 2)

x

n

K n n n

np q N m n x
m N n

d X B
p p q mn n x n

x n p N n N n

+ +

 + − − − +
=

− +
≤   − − − −  ≤ ≤  + − + − +  

            (46) 

 

ฟังก์ชนัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุม่เรขาคณิตไฮเพอร์เชิงลบสามารถประมาณได้ด้วยฟังก์ชนัการแจกแจงสะสม

ของตวัแปรสุม่ทวินามท่ีมีพารามิเตอร์ n  และ 
1

m
N n− +

 ได้ดีเม่ือ N   มีคา่มากและ m  และ n  มีคา่น้อย 
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สรุปผลการวจัิย 

ขอบเขตไม่เอกรูปจากการศึกษาครัง้นีไ้ด้มาโดยใช้วิธีสไตน์และฟังก์ชัน w  ขอบเขตไม่เอกรูปดังกล่าวเป็นเกณฑ์

ทางเลือกแบบใหม่ท่ีใช้วดัความแม่นยําของการประมาณฟังก์ชนัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าจํานวนเต็มไม่เป็นลบ

ด้วยฟังก์ชนัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุม่ทวินาม ซึง่ผลของการประมาณจะมีความแม่นยําเม่ือขอบเขตไม่เอกรูปมีค่าน้อย 

นัน่คือ  ฟังก์ชนัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มทวินามจะสามารถประมาณฟังก์ชนัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มท่ีมีค่า

จํานวนเต็มไม่เป็นลบได้ดีเม่ือขอบเขตไม่เอกรูปมีค่าน้อย และในการประยุกต์ใช้ผลลัพธ์เชิงทฤษฎี ได้นําผลลัพธ์ท่ีได้ไป

ประมาณฟังก์ชนัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุม่เรขาคณิตไฮเพอร์ โพลยา และเรขาคณิตไฮเพอร์เชิงลบ 
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