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 บทคัดย่อ  
 งานวิจัยนีไ้ด้ศึกษาลักษณะของฟังก์ชันสัมประสิทธ์ิของสมการเชิงอนุพันธ์สามัญไม่เชิงเส้นอันดับสอง 
ซึง่อยูใ่นรูป ( , ) ( , )y p x y y G x y    ที่สามารถลดรูปให้เป็นสมการแบบแยกตวัแปรได้ (Separable Equations) โดยใช้
การหาอนุพนัธ์ย่อยมาช่วยในการลดรูป ผลลพัธ์หลกัที่ได้คือ ถ้าสมการ ( , ) ( , )y p x y y G x y    สามารถลดรูปเป็น

   y A x B y   แล้ว  ( , ) ,
y x

G x y p x y   
 
ค าส าคัญ :  สมการเชิงอนพุนัธ์สามญัไมเ่ชิงเส้น   สมการแบบแยกตวัแปรได้  
 
 

Abstract 
 This paper aims to investigate the characteristics of a second order nonlinear ordinary differential 
equation in the form ( , ) ( , )y p x y y G x y    which is reducible to a separable equation. In this regard, 
partial differentiation is the main tool for the reduction process. The main result reveals that “if  the second 
order equation ( , ) ( , )y p x y y G x y    above can be reduced to    y A x B y  , where  ( )A x  is a 
function of x  and ( )B y  is a function of y , then  ( , ) ,

y x
G x y p x y  ” 
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บทน า  
การลดอันดับ (reduction of order) เป็นวิธีการแก้สมการเชิงอนุพันธ์สามัญไม่เชิงเส้นอนัดบัสอง วิธีหนึ่งโดยใช้การ

เปลี่ยนตวัแปรเพื่อลดรูปเป็นสมการเชิงอนพุนัธ์สามญัไม่เชิงเส้นอนัดบัหนึ่ง ซึ่งหาผลเฉลยได้ง่ายกว่า แต่ใช่ว่าสมการอนัดบัสอง      

จะสามารถลดอนัดบัได้เสมอไป สมการเชิงอนุพนัธ์สามญัไม่เชิงเส้นอนัดบัสองแบบทัว่ไป จะอยู่ในรูป ( , , , ) 0F x y y y       

โดยที่ F  เป็นตวัด าเนินการไม่เชิงเส้น สมการนีจ้ะสามารถลดรูปได้อย่างแน่นอนถ้าในสมการไม่ปรากฎตวัแปรต้น ( )x  หรือไม่

ปรากฎตัวแปรตาม ( )y  ส่วนในกรณีที่ในสมการปรากฎทัง้ตัวแปรต้นและตัวแปรตาม สมการนัน้อาจจะมีหรือไม่มีสมการ              

ลดรูปก็ได้ (Satravaha, 2007) ด้วยเหตนุีจ้ึงท าให้ผู้วิจยัสนใจศกึษาสมบตัิของสมการอนัดบัสองที่สามารถลดอนัดบัได้ น าไปสูก่าร

แก้สมการอนัดบัหนึง่ด้วยวิธีเชิงวิเคราะห์ 

จากการศึกษางานวิจัยที่เก่ียวข้องพบว่า การที่สมการเชิงอนุพันธ์สามัญไม่เชิงเส้นอันดับสอง จะลดรูปไปเป็น  

สมการเชิงอนพุนัธ์สามญัไม่เชิงเส้นอนัดบัหนึ่งได้นัน้ ต้องอาศยัเง่ือนไขบางประการ ซึ่งความสลบัซบัซ้อนของเง่ือนไขดงักลา่ว            

จะขึน้อยู่กับรูปแบบของสมการตัง้ต้น  ดังเห็นได้จากงานของ (Cheb-Terrab, Duarte & Mota, 1998) (Abraham-Shrauner, 

2002) และ (Al-Hwawcha & Abid, 2008) ในปี 2003 Martin del Rey และ Muñoz Masqué (Martin del Rey & Muñoz Masqué, 

2003) ได้เสนอเง่ือนไขของการลดอนัดบัสมการเชิงอนุพนัธ์สามญัไม่เชิงเส้นอนัดบัสองในรูปแบบ ( , , )y F x y y  และในปี  

2015 Zraiqat และ Al-Hwawcha (Zraiqat &  Al-Hwawcha, 2015) ได้เสนอเง่ือนไขที่จะลดอนัดบัสมการเชิงอนุพนัธ์สามญัไม่

เชิงเส้นอนัดบัสองในรูปแบบ ( , ) ( , )y p x y y G x y       

อย่างไรก็ดีเง่ือนไขในการลดอนัดบัอาจท าให้การหาผลเฉลยของสมการเชิงอนพุนัธ์ไม่เชิงเส้นอนัดบัสองมีความยุง่ยาก 

เช่น เง่ือนไขที่ประกอบไปด้วยระบบสมการเชิงอนพุนัธ์ที่มีอนัดบัสงูขึน้ หรือมีความซบัซ้อนมากขึน้ ซึ่งอาจไม่สามารถหาผลเฉลย

โดยวิธีเชิงวิเคราะห์ได้ หรืออาจต้องอาศยัวิธีเชิงตวัเลขเข้าช่วย  ซึง่ให้ผลเฉลยที่เป็นคา่ประมาณเทา่นัน้ 

งานวจิยันีจ้ึงมุง่เน้นศกึษาเง่ือนไขที่ท าให้ สมการเชิงอนพุนัธ์สามญัเชิงไมเ่ชิงเส้นอนัดบัสองที่อยูใ่นรูป   

( , ) ( , )y p x y y G x y    

สามารถลดรูปมาเป็นสมการแบบแยกตวัแปรได้ (Separable Equations) ซึ่งมีวิธีการหาผลเฉลยที่ง่ายและรวดเร็ว โดยไม่ต้อง

อาศยัวิธีเชิงตวัเลขเข้ามาช่วย และงานวิจยันีส้ามารถตอบโจทย์การแก้สมการเชิงอนพุนัธ์สามญัเชิงไมเ่ชิงเส้นอนัดบัสอง ที่มีทัง้ตวั

แปรต้นและตวัแปรตามอยูใ่นสมการ ซึง่เป็นข้อจ ากดัของวิธีการลดอนัดบัแบบปกติ 

วิธีด าเนินการวิจัย 

จากการศกึษาลกัษณะของสมการเชิงอนพุนัธ์สามญัไมเ่ชิงเส้นอนัดบัสองดงัสมการ 

   , ,y p x y y G x y        (1) 
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ที่สามารถลดรูปเป็นสมการอนัดบัหนึง่แบบแยกตวัแปรได้ พบวา่เง่ือนไขของการลดรูปจะขึน้อยูก่บัความสมัพนัธ์ระหวา่ง 

 ,p x y  และ  ,G x y  ดงัทฤษฎีบท 1 และทฤษฎีบท 2  

ทฤษฎีบท 1 ถ้าสมการ    , ,y p x y y G x y    สามารถลดรูปเป็นสมการแยกตวัแปรได้แล้ว   

        , ,
y x

G x y p x y        (2) 

ทฤษฎีบท 2 ถ้าสมการ    , ,y p x y y G x y    สามารถลดรูปเป็นสมการแยกตวัแปรได้แล้ว 

             
 

 

,

,

y
G x y

p x y
 เป็นฟังก์ชนัของ x เทา่นัน้ และ 

 

 

,

,

x
p x y

G x y
 เป็นฟังก์ชนัของ y  เทา่นัน้  

พิสูจน์ทฤษฎีบท 1 

จากสมการแยกตวัแปรได้ซึง่อยูใ่นรูป  

                                                  y A x B y    (3) 

ท าการหาอนพุนัธ์เทียบ x  จะได้ดงัสมการ (4) 

          y A x B y y B y A x                                  (4)    

เมื่อน าสมการ (4) แทนลงในสมการ (1) และจดัรูป จะได้วา่ 

              [ , ] [ , ] 0A x B y p x y y B y A x G x y            (5) 

จะเห็นได้วา่ถ้า 

     ,p x y A x B y      (6) 

 

     ,G x y A x B y     (7) 

จะท าให้สมการ (5) เป็นจริงได้เชน่กนั 

น าสมการ (6) มาหาอนพุนัธ์ยอ่ยเทียบ x  จะได้ดงัสมการ (8) 

( , ) ( ) ( )
x

p x y A x B y       (8) 

 

น าสมการ (7) มาหาอนพุนัธ์ยอ่ยเทียบ y  จะได้ดงัสมการ (9) 
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( , ) ( ) ( )
y

G x y A x B y       (9) 

จากสมการ (8) และ (9) จะได้ ดงัสมการ (2) นัน่คือ 

          ( , ) ( , )
y x

G x y p x y                              

พิสูจน์ทฤษฎีบท 2   

พิจารณาสมการ (6), (7), (8), (9) ที่อยูใ่นการพิสจูน์ทฤษฎีบท 1  

จากสมการ (9) จดัรูปใหมเ่ราจะได้ 

  
  

( , )
( )

( )

y
G x y

B y
A x

 


     (10) 

จากนัน้น าสมการ (10) แทนคา่ลงในสมการ (6) และจดัรูปจะได้ดงัสมการ (11) 

 

                                                      
( , )( )

( ) ( , )

y
G x yA x

A x p x y


                                                  (11) 

สงัเกตวา่สมการทางซ้ายมือของสมการ (11) เป็นฟังก์ชนัของ x  เทา่นัน้ ท าให้ ( , )

( , )

y
G x y

p x y

 เป็นฟังก์ชนัของ x  ด้วย 

ในท านองเดยีวกนัจากสมการ (8) จดัรูปใหมเ่ราจะได้  

 
( , )

( )
( )

x
p x y

A x
B y


 


      (12) 

จากนัน้น าสมการ(12)แทนคา่ลงในสมการ (7) และจดัรูปจะได้ดงัสมการ (13) 

     
( , )( )

( ) ( , )

x
p x yB y

B y G x y


       (13) 

สงัเกตวา่สมการทางซ้ายมือของสมการ (13) เป็นฟังก์ชนัของ y  เทา่นัน้ ท าให้ 
( , )

( , )

x
p x y

G x y
 เป็นฟังก์ชนัของ y  ด้วย  

          จากทฤษฎีบท 1 สามารถน าไปใช้ในรูปแบบข้อความแย้งสลบัท่ี นัน่คือ ถ้า    , ,
y x

G x y p x y  แล้วสมการ  

   , ,y p x y y G x y   ไมส่ามารถลดรูปเป็นสมการแบบแยกตวัแปรได้ และ จากทฤษฎีบท 2 สามารถน าไปใช้ใน
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รูปแบบข้อความแย้งสลบัท่ี นัน่คือ ถ้า
 

 

,

,

y
G x y

p x y
 ไมเ่ป็นฟังก์ชนัของ x เทา่นัน้ หรือ 

 

 

,

,

x
p x y

G x y
 ไมเ่ป็นฟังก์ชนัของ y  

เทา่นัน้ แล้วสมการ    , ,y p x y y G x y    ไมส่ามารถลดรูปเป็นสมการแบบแยกตวัแปรได้  ดงัตวัอยา่ง            

ตัวอย่างที่ 1 2 4
2 5y x y x y y     จงหาผลเฉลยโดยการลดรูปให้เป็นสมการแบบแยกตวัแปรได้ 

วิธีท า   จดัรูปใหม ่     4 2
5 2y x y y x y         (14) 

จะได้ 2
( , ) 2G x y xy , 4

( , ) 5p x y xy  , ( , ) 4
y

G x y x y , 4
( , ) 5

x
p x y y   

ซึง่      ( , ) ( , )
y x

G x y p x y   จากทฤษฎีบทที ่1 สรุปได้วา่สมการนีไ้มส่ามารถหาผลเฉลยได้โดยการลดรูปให้เป็น

สมการแบบแยกตวัแปรได้             

ตัวอย่างที่ 2  
2

5y y x y     จงหาผลเฉลยโดยการลดรูปให้เป็นสมการแบบแยกตวัแปรได้ 

วิธีท า   จดัรูปใหม ่  2
5y xy y               (15) 

จะได้ 2
( , )G x y y  ,  ( , ) 5p x y x  , ( , ) 2

y
G x y y , 5

x
p    

 จะได้  

 

,

,

2

5

yG x y

p x y

y

x
  ซึง่จะเห็นได้วา่ไมเ่ป็นฟังก์ชนัของ x  เทา่นัน้ จากทฤษฎีบท 2 สรุปได้วา่สมการนีไ้มส่ามารถหา

ผลเฉลยได้โดยการลดรูปให้เป็นสมการแบบแยกตวัแปรได้         

            จากทฤษฏีบท 1 จะได้วา่ถ้า ( , ) ( , )
y x

G x y p x y  แล้วสมการ    , ,y p x y y G x y    จะไมส่ามารถ

ลดรูปเป็นสมการแบบแยกตวัแปร แตถ้่า    , ,
y x

G x y p x y   แล้วสมการ    , ,y p x y y G x y    อาจจะ

ลดรูปเป็นสมการแบบแยกตวัแปรได้หรือไมก็่ได้  ดงันัน้ในทางปฏิบตัิ จะสมมตใิห้สมการอนัดบัสองนีส้ามารถลดรูปเป็น 

   y A x B y     โดยที่ ( )A x  เป็นฟังก์ชนัของ x  เพียงอยา่งเดียว และ ( )B y  เป็นฟังก์ชนัของ y  เพียงอยา่งเดยีว 

จากนัน้ทดลองหา ( )A x และ ( )B y  ที่เหมาะสมโดยอาศยัทฤษฎีบท 2 ดงักระบวนการตอ่ไปนี ้

การหา  A x และ  B y  

สมมติให้สมการเชิงอนพุนัธ์ (1) เป็นสมการท่ีสามารถลดรูปเป็นสมการแบบแยกตวัแปรได้ โดยทฤษฎีบท 2 จะได้ 

( , )

( , )

y
G x y

p x y

 เป็นฟังก์ชนัของ x เทา่นัน้ และ 
 

 

,

,

x
p x y

G x y
 เป็นฟังก์ชนัของ y  เทา่นัน้ จึงท าให้สมการ (11) และ (13) เป็น

สมการแบบแยกตวัแปรได้เช่นกนั เราจึงท าการแก้สมการ (11) และ (13) เพื่อหาคา่ของ  A x  และ  B y  โดยแบง่เป็น 

2 กรณี ดงัตอ่ไปนี ้
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กรณีที่ 1 หาคา่ของ  A x  ก่อน 

จากสมการ (11) อินทิเกรตทัง้สองข้างของสมการ 

จะได้                                           
     

 

 

,1

( ) ,

y
G x y

d A d x
A x p x y

    

                                 
 

 

,

,

ln ( )
y

G x y

d x c

p x y

A x                      

           
 

 
1

,

,
( )

yG x y
d x

p x y
A x c e






                                             (16) 

เมื่อ c  และ
1

c
c e  เป็นคา่คงที ่

น าสมการ (16)  มาหาอนพุนัธ์เทยีบ x   แล้วน าไปแทนในสมการ (7) เพื่อหาคา่ ( )B y  จากสมการ   

      
                

( , )
( )

( )

G x y
B y

A x



                (17) 

 กรณีที่ 2 หาคา่ของ ( )B y  ก่อน  จาก สมการ (13) อินทิเกรตทัง้สองข้างของสมการ 

จะได้    ( , )1

( ) ( , )

x
p x y

d B d y
B y G x y

    

        ( , )

( , )
ln ( )

x
x y

d y c
G x y

p
B y     

                                  
2

( , )

( , )
( )

p x x y
d y

G x y
B y c e




                                          (18)  

เมื่อ c  และ 
2

c
c e  เป็นคา่คงที ่

น าสมการ (18)  มาหาอนพุนัธ์เทยีบ y   แล้วน าไปแทนในสมการ (6) เพื่อหาคา่ ( )A x   จากสมการ 

                         
 

 

,
( )

p x y
A x

B y
 


                                              (19)   

จากทัง้สองกรณีท าให้เกิดสตูรส าหรับการหาคา่  A x และ  B y  ดงัสมการ (16) - (17) และ (18) - (19)   
จากนัน้ท าการหาผลเฉลยของสมการ     y A x B y    แล้วน าผลเฉลยที่ได้ไปตรวจสอบวา่เป็นผลเฉลยของสมการ   
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    , ,y p x y y G x y    ด้วยหรือไม ่ถ้าตรวจสอบแล้วพบวา่ ผลเฉลยของสมการ    y A x B y  เป็นผลเฉลย

ของสมการ    , ,y p x y y G x y    แล้วเรากลา่วได้วา่สมการ     , ,y p x y y G x y    สามารถหาผล

เฉลยโดยวิธีลดรูปเป็นสมการแบบแยกตวัแปรได้ ดงัตวัอยา่ง                                                                                                      

ตัวอย่างที่ 3 
2

2

( 2 2 )

( 1)

x y y y y
y

x

 
 


 โดยที่ 1x    จงหาผลเฉลยโดยการลดรูปให้เป็นสมการแบบแยกตวัแปรได้ 

วิธีท า       จดัรูปใหม ่    
  

2

2

2

( 1) ( 1)

y y y
y

x x


   

 
      (20) 

จากโจทย์จะได้วา่ 

2

2
( , )

( 1)

y
G x y

x
 


 ,  

2
( , )

( 1)

y
p x y

x
 


,  

2

2
( , )

( 1)
y

y
G x y

x
 


 , 

2

2
( , )

( 1)
x

y
p x y

x



 

ซึง่           , ,
y x

G x y p x y   

ลองหา  ( )A x และ ( )B y  ดงันี ้

กรณีที่ 1  หาคา่ของ ( )A x  จาก                      

 

 
1

,

,
( )

yG x y
d x

p x y
A x c e






 

จะได้      1

1

1

( )
x

d x

A x c e





   

  1
( )

1

c
A x

x



                                                       (21)          

หาคา่ของ ( )B y   โดยน าสมการ (21)  หาอนพุนัธ์เทียบ x  จะได้ 1

2
( )

( 1)

c
A x

x
  


 

จาก      
                                                          

 

 

,
( )

G x y
B y

A x



    

จะได้     
 

 
2

2

2

1

1
( )

1

xy
B y

cx

  
 
 
 

 

      2

2
( )B y c y                                                             (22)       

  เมื่อ 
2

1

1
c

c
 เป็นคา่คงที่   นัน่คือ จากกรณีที่ 1 สามารถลดรูปเป็น  2 1

( )
1

y y
x
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กรณีที่ 2 หาคา่ของ ( )B y  จาก                      2

( , )

( , )
( )

p x x y
d y

G x y
B y c e




  

จะได้     
2

2 2

2 ( 1 )

( 1 )

2
( )

y x

x y

d y

B y c e

   
  

   
   




 

  2

2
( )B y c y                                                         (23)          

หาคา่ของ ( )A x  โดยน าสมการ (23)  หาอนพุนัธ์เทียบ y  จะได้ 
2

( ) 2B y c y   

จาก                                                               
( , )

( )
( )

p x y
A x

B y





 

จะได้                          
  2

2 1
( )

1 2

y
A x

x c y

   
        

 

                         
 

1
( )

1

c
A x

x



                                                            (24)                              

เมื่อ 
1

2

1
c

c
 เป็นคา่คงที ่  นัน่คือ จากกรณีที่ 2 สามารถลดรูปเป็น  

 

                         
2 1
( )

1
y y

x
 


      (25) 

ดงันัน้ จะเห็นได้วา่ทัง้สองกรณีสามารถลดรูปได้เป็นสมการเดียวกนั คือ 2 1
( )

1
y y

x
 


 ซึง่เป็นสมการแยกตวัแปรได้ 

 น าสมการ (25) มาหาผลเฉลยได้เป็น  1

ln ( 1)
y

x c




 
       (26) 

น าผลเฉลยนีไ้ปทดสอบวา่เป็นผลเฉลยของสมการ (20) หรือไมด่งันี ้

จากสมการ (26) จะได้    

  
2

1

[ ln ( 1) ] ( 1)
y

x c x

 
  

       (27) 

3 2 2 2

2 1

[ln ( 1) ] ( 1) [ ln ( 1) ] ( 1)
y

x c x x c x


  

     
    (28) 
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น าสมการ (26) ,(27) และ (28) แทนลงในสมการ (20) จะได้
   

3 2 2 2 2 2

2 2 1 1 1
2

( 1) [ln ( 1) ] ( 1) [ln ( 1) ] ( 1) [ln ( 1) ] [ln ( 1) ] ( 1)

yy
y

x x c x x c x x c x c x

  
    

           

       

3 2

2 2

2

2

2 [ln ( 1) ] 2

[ ln ( 1) ] ( 1)

1

[ ln ( 1) ] ( 1)

( 1)

x c

x c x

x c x

y

x

    


  




  

 


 

ซึง่จะเห็นได้วา่ 1

ln ( 1)
y

x c




 
 เป็นค าตอบของสมการเชิงอนพุนัธ์สามญัไมเ่ชิงเส้น

 

2

2

( 2 2 )

( 1)

x y y y y
y

x

 
 


   

             
 
สรุปผลการวิจัย 

จากการศึกษาลกัษณะของสมการเชิงอนุพนัธ์สามญัไม่เชิงเส้นอนัดบัสองดงัสมการ  (1) ที่สามารถลดรูปเป็น

สมการอันดับหนึ่งแบบแยกตวัแปรได้ พบว่าเง่ือนไขของการลดรูปจะขึน้อยู่กับความสมัพันธ์ระหว่าง  ,p x y  และ 

 ,G x y  ดงัทฤษฎีบท 1 และทฤษฎีบท 2  ซึง่จากทฤษฎีบท 1 สามารถน าไปใช้ในรูปแบบข้อความแย้งสลบัที่ นัน่คือ ถ้า 

   , ,
y x

G x y p x y  แล้วสมการ     , ,y p x y y G x y   ไม่สามารถลดรูปเป็นสมการแยกตวัแปรได้ และ 

จากทฤษฎีบท 2 สามารถน าไปใช้ในรูปแบบข้อความแย้งสลบัที่ นัน่คือ ถ้า
 

 

,

,

y
G x y

p x y
 ไมเ่ป็นฟังก์ชนัของ x เทา่นัน้ หรือ 

 

 

,

,

x
p x y

G x y
 ไม่เป็นฟังก์ชันของ y  เท่านัน้ แล้วสมการ    , ,y p x y y G x y    ไม่สามารถลดรูปเป็นสมการ

แยกตวัแปรได้     
            จากทฤษฏีบท 1 ถ้า    , ,

y x
G x y p x y   แล้วสมการ    , ,y p x y y G x y    อาจจะลดรูปเป็น

สมการแบบแยกตัวแปรได้หรือไม่ก็ได้  ดังนัน้ในทางปฏิบัติ  จะสมมติให้สมการอันดับสองสามารถลดรูปเป็น 

   y A x B y     โดยที่ ( )A x  เป็นฟังก์ชนัของ x เพียงอย่างเดียว และ ( )B y  เป็นฟังก์ชนัของ y  เพียงอย่างเดียว  

จากนัน้ทดลองหา ( )A x และ ( )B y  ที่เหมาะสมโดยอาศัยทฤษฎีบทที่ 2  จากนัน้ท าการหาผลเฉลยของสมการ  
   y A x B y    แล้วน าผลเฉลยที่ได้ไปตรวจสอบว่าเป็นผลเฉลยของสมการ      , ,y p x y y G x y                    

ด้ ว ย ห รื อ ไ ม่   ถ้ า ต ร ว จ ส อ บ แ ล้ ว พ บ ว่ า  ผ ล เ ฉ ล ย ข อ ง ส ม ก า ร     y A x B y    เ ป็ น ผ ล เ ฉ ล ย ข อ ง 

   , ,y p x y y G x y    แล้วเรากล่าวได้ว่าสมการ     , ,y p x y y G x y    สามารถหาผลเฉลยโดยวิธี

ลดรูปเป็นสมการแบบแยกตวัแปรได้  ซึ่งกระบวนการที่ได้นีส้ามารถน ามาใช้ช่วยในการแก้สมการเชิงอนุพนัธ์ไม่เชิงเส้น

อนัดบัสองอีกทางหนึง่ได้  นอกจากนีย้งัเป็นจดุเร่ิมต้นส าคญัในการพฒันากระบวนการไปสูก่ารลดรูปสมการเชิงอนพุนัธ์ไม่

เชิงเส้นอนัดบัสองไปเป็นสมการอนัดบัหนึง่ในรูปแบบอื่น ๆ เช่น สมการเอกพนัธ์ หรือสมการแบร์นลูลตีอ่ไป                               
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